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Geschichte. 


Frajese, Attilio: Storia della matematiea ed insegnamento medio. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 5, 337—342 (1950). 


Gliozzi, Mario: Storia del pensiero fisico. Eneicl. Mat. element. e Complem., 
Milano 31, Nr. LX, 815—883 (1950). 

Der Verf. gibt eine kurze Übersicht über die Geschichte der Physik von den 
Vorsokratikern bis heute unter Ausschluß der Relativitätstheorie und der Quanten- 
theorie. Am Schluß geht er etwas ausführlicher auf die Bedeutung der Heisenberg- 
schen Unschärfebeziehung ein. Bei der Lektüre hatte der Ref. den Eindruck, daß 
die italienischen Forscher — verständlicherweise — stärker in den Vordergrund 
gerückt sind als es in deutschen Darstellungen üblich ist. Wertvoll an der Zu- 
sammenstellung ist, daß alle Angaben durch Nennung der Originalarbeiten belegt 
‚sind. Kratzer (Münster i. W.). 


Frajese, Attilio: Sul valore di un’attribuzione a Platone della conoscenza di 
due poliedri semiregolari. Archimede, Firenze 2, 89—95 (1950). 

Die vorliegende Untersuchung bezieht sich auf die Angabe in Herons Defi- 
nitionen (ed. Heiberg IV, 64ff.), daß Platon zwei Arten des halbregulären Vier- 
zehnflächners gekannt habe. Der eine Körper, dessen Netz aus 8 Quadraten und 
6 Dreiecken bestehen soll, existiert nicht; der andere aber, der aus 8 gleichseitigen 
Dreiecken und 6 Quadraten gebildet wird, ist tatsächlich eines der drei 
TeooaoE0raıdexdedon, die Pappos (V, 34) unter den 13 halbregulären Körpern auf- 
zählt, deren Entdeckung er Archimedes zuschreibt. — Der Passus bei Heron: 
„das eine aus 8 Dreiecken und 6 Quadraten zusammengesetzt, aus Erde und Luft“ 
veranlaßt den Verf., näher auf die Timaiosstelle einzugehen, in der Platon sich 
die „‚Atome‘‘ Feuer, Luft, Wasser und Erde in der Form der Tetraeder, Oktaeder, 
Ikosaeder und Hexaeder denkt, wobei er eine Umwandlung der Elemente durch 
veränderte Zusammensetzung der Oberflächen nur bei den aus Dreiecken gebildeten 
Polyedern zuläßt. So ergeben sich aus 1 Atom Wasser (Oberfläche — 20 Dreiecke) 
z.B. 1 Atom Feuer plus 2 Atome Luft, da 20—=1-.4-+2.8. Dagegen kann Erde, 
weil aus Quadraten zusammengesetzt, nicht in andere Elemente verwandelt, sondern 
nur mit ihnen gemischt werden. Auf die Frage, wie es bei dieser Oberflächenchemie 
Platons, die schon Aristoteles und den Platonkommentatoren merkwürdig 
erschien und die nur symbolisch gemeint sein kann, im Innern der Körper aussieht, 
geht Verf. nicht näher ein. Er folgert aber aus der Bemerkung Herons „aus Erde 
und Luft“, daß es sich um eine Platonische Mischung des Vierzehnflächners aus 
1 Teil Luft (8 Dreiecke des Oktaeders) und 1 Teil Erde (6 Quadrate) handelt. — 
Vielleicht dachte aber Heron daran, daß sich der Körper aus dem Würfel (Erde) 
| oder aus dem Oktaeder (Luft) durch Abschneiden der Ecken herstellen läßt, wenn 
die Schnittebenen die Kanten des Würfels bzw. Oktaeders halbieren. Die Be- 
zeichnung „Kubooktaeder“ für den genannten Vierzehnflächner bei Kepler drückt 
. wohl denselben Gedanken aus. Vogel (München). 


Hartner, Willy: The astronomical instruments of Cha-ma-lu-ting, their iden- 
-tifieation, and their relations to the instruments of the observatory of Marägha. 


Er 


„Isis, Cambridge, Mass., 41, 184—194 (1950). 
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Im Yüan-shih (Geschichte der Mongolen-Dynastie in China) wird berichtet, | 
daß ein gewisser Jamäl al-Din (in chinesischer Transkription Cha-ma-lu-ting) im | 
Jahre 1267 Zeichnungen (oder Modelle) von sieben astronomischen Instrumenten 
an den Hof des Kaisers Kublai gebracht hat. Yüan-shih gibt die arabischen Namen | 
der Instrumente in chinesischer Transkription, dazu das chinesische Aquivalent | 
oder eine kurze Beschreibung oder beides. Es gelingt, die Instrumente wie folgt zu | 
identifizieren: Eine Armillarsphäre, ein Triquetrum, je eine Sonnenuhr für gleiche 
und für ungleiche Stunden, ein Himmelsglobus und ein Erdglobus (letzteres viel- 
leicht wichtig für die Geschichte der Erdkunde!). Es handelt sich anscheinend um 
eine Auswahl von Instrumenten der um 1260 von al-“"Urd1 gegründeten Sternwarte |] 
in Maraägha (Persien), wobei solche Instrumente weggelassen sind, die von den 
Chinesen ein Studium der westlichen Astronomie vorausgesetzt hätten. — Einen 
nachhaltigen Einfluß hat dieser Kontakt mit der islamischen Wissenschaft auf die 
chinesische Astronomie nicht ausgeübt; ein solcher erfolgte erst vom 17. Jahrhundert 
ab auf dem Umwege über Europa. Schauffler (Marburg). 

Thorndike, Lynn: Visierkunst, ars visorandi, or stereometry. Isis, Cambridge 
Mass. 40, 106—107 (1949). 

In der Introduction to the history of science III,, 1947, S. 1112, 1318, | 
1580/81 hatte G. Sarton bemerkt, die Visierkunst (Inhaltsbestimmung eines Fasses | 
mit der Visierrute) sei seit Schilderung des Verfahrens durch den Nürnberger Chro- 
 nisten Ulman Stromer (1329/1407) für rund 100 Jahre Vorrecht der deutschen 
Zunftmeister gewesen. Verf. fügt ergänzend bei, daß sich Näherungsregeln für Fässer 
mit gekrümmten Dauben schon seit Anfang des 14. Jh. finden, jedoch nicht mittels 
der Visierrute, sondern durch Rechnungen aus größtem und kleinstem Querschnitt 
und der Höhe. Er erwähnt englische Handschriften. Es handelt sich um ein Kapitel 
aus dem vielverbreiteten Secretum philosophorum, das auf den Quadrans. 
vetus des Johannes Anglicus zurückgeht. Verf. gibt eine kennzeichnende 
Textprobe nach 3 der ältesten Handschriften. J. E. Hofmann (Tübingen). 

Fleckenstein, J. O.: The line of descent of the infinitesimal caleulas in the 
history of ideas. Arch. internat. Hist. Sci., Paris 29, 542—554 (1950). 

In diesem seinem Habilitationsvortrag an der Universität Basel (4. XI. 1948) | 
will Verf. unter Verzicht auf nebensächliche Einzelheiten und Hervorhebung des 
Ideengehaltes einiger wesentlicher Entdeckungen auf infinitesimalgeometrischem | 
Gebiet klar machen, wie die Erfindung des Calculus bei Leibniz psychologisch 
vorbereitet war. Er erwähnt in kurzen Worten Oresmes Figurensymbolik (um 
1561, Drucke seit 1482), Cavalieris Integrationsprinzip (Druck 1635), Galileis 
dynamische Grundvorstellungen (Druck 1638), Pascals charakteristisches Dreieck 
am Kreis (Druck 1659) und die aus diesem Verfahren durch Verallgemeinern ent- 
standene Subtangentenbestimmung bei Leibniz (1673), aus der sich im Zusammen- 
hang mit dem Streben nach einer suggestiv wirkenden und kurzen Bezeichnungs- 
weise 1675 der Calculus entwickelt. J. E. Hofmann (Tübingen). 

Boyer, €. B.: Cardan and the Pascal triangle.- Amer. math. Monthly 57, 387 
—390 (1.950). 

Verf. erwähnt in Berichtigung der landläufigen Darstellungen (z. B. bei 
J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik? VI, 1924, 8. 37/38) die bisher 
unbeachtet gebliebenen Beiträge des G. Cardano im Opus novum (1570): (1) die 
Form des arithmetischen Dreiecks in der von Pascal (1654, Druck 1665) benutzten 
Schreibweise, die ebenso auch bei Tartaglia (1556) auftritt; (2) das Additions- 
theorem der Binomialkoeffizienten unter Hinweis auf Stifel (1544); (3) die Ver- 
bindung zwischen Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombinatorik ; (4) die multi- 
plikative Erzeugung der Binomialkoeffizienten (nicht erst bei Bri ggs, 1633). 
Cardano beschränkt sich auf Zahlenbeispiele, formuliert jedoch seine Sätze all- 
gemein. J. E. Hofmann (Tübingen). 
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 Agostini, Amedeo: L’opera matematiea di Pietro Mengoli. Archimede, Firenze 
2 165—170 (1950). 
Verf. nennt u.a. (1) aus den Novae quadraturae arithmeticae (1650) den Di- 


| vergenzbeweis für die harmonische Reihe, die Summierung der reziproken figu- 


rierten Zahlen En) und daraus hergeleiteter Verallgemeinerungen, ferner 
© 
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> er ati + = =E FR +... + en und die Konvergenzbedingung für sum- 


_ mierbare Reihen (Beschränktheit der Partialsummen); (2) aus der Geometria 
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speciosa (um 1648, Druck 1659) die Annäherung von Logarithmen durch Teil- 


[00] 
reihen der harmonischen Reihe und die Formeln In? = er und 
k=0 
1 m+1 
De = ER RL, . 
J ER I A CE Ko gewonnen durch Verwendung ein- und umbe- 


schriebener Treppenfiguren mit nachfolgendem Grenzübergang. Ref. vermißt in 
der verdienstvollen Zusammenstellung des Verf. das aus diesen Formeln hergeleitete 
unendliche Produkt für 4/z (Il problema della quadratura del circolo, 1672), so 
daß das Ergebnis von Wallis (1652, Druck 1656) streng bewiesen ist. 
J. E. Hofmann (Tübingen). 
® Giacomelli, Raffaele: Galileo Galilei giovane e il suo „De motu“. (Quaderni 


 distoria e critica della scienza, Nr. 1.) Pisa: Domus Galileana (Industria grafiche V. 


Lischi e figli) 1949. IV, 106p. e 15 fig. 400 lire. 

Verf. legt eine eingehende Studie über Vorgeschichte, Inhalt und Bedeutung 
der Jugendschrift De motu vor, die während der Lehrtätigkeit in Pisa (1589/92) 
entstanden ist, jedoch nichts mit den noch ganz der Aristotelischen Auffassung 
folgenden Vorlesungen Galileis zu tun hat. Sie ist entwicklungsgeschichtlich inter- 
essant, weil sie die von spätscholastischen Theorien und Benedettis Speculationes 


 diversae (1585) beeinflußten ersten, noch unsicher tastenden Emanzipationsversuche 


von Aristoteles enthält, ohne daß es schon zu diesem Zeitpunkt zu klaren Einsichten 
gekommen wäre. Die von Viviani (1654, Druck 1717) und Gherhardini (1654, 
Druck 1780) mitgeteilten Daten über die Isochronie der Pendelschwingung (1583) 
und dem Falliversuch (1590) sind, wie schon Wohlwill (seit 1903) betonte, unzu- 
treffend und beruhen wohl auf Gedächtnistäuschungen des schon erblindeten bei- 
nahe 80jährigen Galilei. Leider mangelt der verdienstvollen Arbeit des Verf. das 
Register ; unter der benutzten Literatur sollten die Arbeiten von Anneliese Maier 
(1939, 1940, 1943, 1949; dies. Zbl. 33, 1) über die spätscholastische Umbildung der 
Aristotelischen Lehren nicht fehlen! J. E. Hofmann (Tübingen). 

« Historisch-mathematische Untersuchungen. Bd. H. Herausgegeben von 
6. F. Rybkin und A. P. Juskevi@. (Arbeiten des Seminars für Geschichte der Mathe- 
matik an der Staatl. Univ. Moskau). Moskau-Leningrad: Staatsverlag für techn.- 
theor. Lit. 1949. 507 8., 18,45 R. [Russisch]. 

Der vorliegende 2. Band der historisch-mathematischen Untersuchungen enthält 
5 Aufsätze über Lobatevskij, welche zusammen fast die Hälfte des Buches aus- 
machen, ferner eine Abhandlung über Zolotaröv, eine weitere zur Geschichte der 
Variationsrechnung und 2 kurze Noten polemischen Inhalts, welche sich auf eine 


Abhandlung von Vygodskij über die Elemente des Euklid aus dem mir nicht 


zugänglich gewordenen 1. Band der historisch-mathematischen Untersuchungen 
beziehen. Die Leistungen von Lobadevskij werden nach verschiedenen Seiten 


: gewürdigt, die Analysis durch Lunz,die Algebradurch Juskeviöund Basmakova, 
5 die Wahrscheinlichkeitsrechnung durch Gnedenko, die Astronomie durch Idelson 
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“und die Geometrie durch Xilkevic. Es ist hier nicht möglich, im einzelnen auf die 
- reichhaltigen und interessanten Aufsätze einzugehen. Nur sei besonders auf den 
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Bericht des letzten Verfassers über die Verbreitung und Entwicklung Lobatevskij- 
scher Ideen in der 60er und 70er Jahren des 19. Jahrhunderts hingewiesen, da man 
in einem kurzen Überblick nicht diesen Reichtum an Gedanken vermuten würde. 
Der Aufsatz von Ba$makova: Begründung der Theorie der Teilbarkeit in den 


Abhandlungen Zolotarövs, gibt zugleich eine bemerkenswerte Darstellung der Ent- | 


wicklung der Idealtheorie. Der Aufsatz von Rybnikov: Die ersten Etappen in 
_ der Entwicklung der Variationsrechnung, behandelt die Anfänge im Altertum, die, 
Zeit vor Euler, die ersten Arbeiten Eulers zur Variationsrechnung und im be- 
sonderen seine Abhandlung: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti 
(Opera omnia I, 16). Hierzu ist zu bemerken, daß der Leser vollständig die Zitate 
der neuen großen Eulerausgabe vermissen muß, was um so bedauerlicher ist, als die 
in Rußland erschienenen Originalabhandlungen schwer oder gar nicht zugänglich sind 
und es dem Verf. doch wohlein leichtes gewesen wäre, die Zitate nach dieser Richtung 
zu ergänzen. Brandt (Halle). 
Bernard-Maitre, Henri: Un historien des mathömatiques en Europe et en 


Chine: Le Pöre Henri Bosmans $. J. (1852—1928). Arch. internat. Hist. Sei., Paris 


29, 619628 (1950). 


Verf. gibt eine warmherzig geschriebene Kurzbiographie des ausgezeichneten | 


Mathematikhistorikers Bosmans, worin unter anderem Proben des Briefwechsels 
abgedruckt sind, der zu Bosmans’ berühmten Studien über Pascals mathematische 
Leistungen geführt hat. Die beigegebene vollständige Bibliographie könnte den 
jüngst [Isis, Cambridge Mass. 40, 316 (1949)] von G. Sarton mit Recht als wün- 
schenswert bezeichneten Wiederdruck der mathematikgeschichtlichen Studien 


Bosmans’ wesentlich erleichtern; leider sind viele Lebensdaten in dem vom Verf. | 


beigefügten Register unvollständig oder unzutreffend. J. E. Hofmann (Tübingen). 

® Bolzano, Bernard: (Kuvres, ed. par la Soci6t& Royale des Lettres et des 
Seienees de Bohe®me, t. V. Mömoires geomötriques, publies et commentes par Dr. Jan 
Vojteeh. Prague: 1948. 216 p. Kces 236,—. 

Hölder, Ernst: Constantin Carath6odory }. Sein Beitrag zur Axiomatik der 
mathematischen Physik. Forsch. Fortschritte 26, 290—293 (1950). 

Forti, Umberto: Federigo Enriques. Arch. internat. Hist. Sei., Paris 29, 915— 
918 (1950). 

Coble, A.B.: Virgil Snyder. (1869—1950.) Bull. Amer. math. Soc. 56, 
468—471 (1950). 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Santalö, Luis A.: Anwendungen und aktuelle Probleme einiger mathematischer 


Theorien. An. Soc. ci. Argentina 150, 136—154 (1950) [Spanisch]. 


Die „Anwendungen‘‘ der Mathematik teilt Verf. in 3 Gruppen: a) Anwendungen | 
eines Zweiges der Mathematik auf einen anderen, b) Anwendungen mathematischer 


Methoden auf andere Wissensgebiete wie Physik und Technik, c) Versuch einer 
mathematischen Formulierung (Mathematisierung) eines Wissenszweiges wie Ethik 
und Soziologie. Als Beispiel zu a) und b) werden die Beziehungen der Variations- 
rechnung zu anderen mathematischen und physikalischen Gebieten besprochen. 
Unter c) werden Versuche von G. D. Birkhoff erwähnt, Ethik und Ästhetik zu 
mathematisieren, dann das Buch von J.v. Neumann und O. Morgenstern 
„Theory of games and economic behavior“ und Versuche von P. A. Morse, strate- 
gische Aufgaben einer mathematischen Behandlung zugänglich zu machen. Auch 
auf Gedanken über „Cyberneties“ von N. Wiener wird verwiesen. Schließlich 
werden Untersuchungen der Geometrie und Analysis im Großen behandelt von 
Hodge, Bochner, Chern und Morse.  W. Blaschke (Hamburg). 
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Bi: f . . en 
-  Popadi®, Milan: Induetion complete. Fae. Philos. Univ. Skopje, Sect. Sci. 


er 


natur., Ed. spec. Nr. 2, 29 S. mit russischer und französ. Zusammenfassg. (1950) 


[Serbisch]. 


: Cet article est de la nature instructive et informative et s’occupe de la methode nomme& 
‚Pinduetion complete. C’est un abrege de differentes definitions du prineipe de l’induction com- 
_plöte, avec plusieurs exemples de math&matiques el&mentaires prineipalement. A la fin, apres 
_ une apergu historique, on a indique l’importance de cette methode. (Autoreferat.) 
Fitch, Frederie B.: A further consistent extension of basie logie. J. symbolic 
Logie 14, 209—218 (1950). 
Verf. hatte seine „basic logie“ [J. symbolie Logie 7, 105—114 (1942)] bereits 
_ einmal erweitert (dies. Zbl. 30, 193). Charakteristisch für die vorliegende Erweite- 
rung sind: (1) die Einführung einer Implikation I und eines modalen Operators I; 
(2) die Verwendung von Sequenzen (,U-Paaren“) (a, WM), wobei a ein Ausdruck 
und M eine Ausdrucksklasse ist. Eine wohlgeordnete Folge von Sequenzen heißt 
ein Beweis, wenn gilt: (a) Jede Sequenz der Folge ist Konsequenz der Klasse der 
vorangehenden Sequenzen, (b) Wenn aeM, adaN, so kommt nicht (a,N) in 
der Folge später vor als (b, M). Der Konsequenzbegriff wird erklärt durch 29 Re- 
geln, von denen einige angeführt werden sollen: )-Einführung: ([a 25], M) ist 
eine Konsequenz jeder Klasse von Sequenzen, zu der (d, M UV {a}) gehört; >-Eli- 
mination: (5, Mt) ist Konsequenz jeder Klasse, zu der (a,M) und (fa 25], M) 


- gehören. Weiter gibt es eine Einführung und eine Elimination von m [ab]. 


Ebenfalls Einführung und Elimination des Allheitsoperators A und von m 4; 
z.B. ist (d, W) Konsequenz jeder Klasse, zu der für jedes c die Sequenzen 
(I beDa]),M) und (m Ab, M) gehören. Die neuartige Forderung (b) hat zur 
Folge, daß man Beweise nicht ohne weiteres hintereinanderschalten kann, ermög- 
licht aber den Wohlordnungsschluß, der die Widerspruchsfreiheit des Kalküls zeigt. 
Der Ausdruck a heißt ein Satz, wenn (a, leere Klasse) Endglied eines Beweises 
ist. wmada und a) wma sind stets Sätze. m (a& ma) ist ein Satz genau 
dann, wenn a oder m a ein Satz ist. Hermes (Münster). 

Wang, Hao: Existence of elasses and value speeifieation of variables. J.sym- 
bolic Logic 15, 103—112 (1950). 

Die Resultate dieser Arbeit sind (in veränderter Anordnung): (1) In Quines 
Mathematical Logic (New York, 1940) kann in der Gebrauchsdefinition für Abstrak- 
tionen (D 9) ye zU (x) = mA z(yezA P x(xez—NX(x))) das Definiendum gleich- 
wertig ersetzt werden durch (D 9’) Tz(yezAV x(zez >Au(zeu) AA(x))) 
oder durch (D 9) 72 (yez) A U(y). — (2) Wenn in einem Kalkül eine geschlossene 
Formel 7 xX(x) beweisbar ist, so kann eine neue Variablensorte X, durch die 
Gebrauchsdefinitionen 93,8B(2,)=m 2, AUx)>B(r%)), IE, =-mmV Em 
in Verbindung mit einer entsprechenden Konvention über die geschlossene Hülle 
einer Formel B(#,) (usw.) eingeführt werden, so daß sich die Syntax des Prädikaten- 
kalküls von den x, auf die #, überträgt. — (3) Das Gödelsche System (The con- 
sistency of the continuum hypothesis, Princeton, 1940) wird mit Quines System ver- 
gleichbar, wenn man als einzige Variablensorte Klassenvariablen x, nimmt und die 
Mengenvariablen nachträglich nach (2) mit Y(x) = » 7 y(xEy) einführt. Dann ist 

'(D 9’) im Wesentlichen die allgemeine Form der speziellen Gödelschen Klassen- 
Existenzaxiome. — (4) Diskussion der Voraussetzungen, unter denen durch Ge- 
brauchsdefinitionen eingeführte Abstraktionen als selbständige Symbole, also als 
Klassenzeichen, behandelt werden dürfen. @G. Hasenjaeger (Münster i. W.). 

Wright, 6. H. von: On the idea of logical truth. IH. Comment. phys.-math., 
Soc. Sci. Fennica 15, Nr. 10, 45 S. (1950). 

Die in Teil I (dies. Zbl. 32, 385) entwickelte Behandlung der einstelligen Prä- 


: dikatenlogik (Klassenkalkül) wird auf die Relationentheorie ausgedehnt. Außer 
den „direct subsistence-functions‘ (den Booleschen Operationen) werden ‚converse 


subsistence-functions‘‘ (Stellenpermutationen), „super substistence-functions‘“ (Hin- 
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zunahme von trivialen Stellen, mit Stellenpermutation), „domain-properties (-rela- | 


tions)“ (Verallgemeinerungen der Bildung von Vor- und N ach-bereich) und „reflexive 
Sg 


B Zn ZEN 
domain-properties (-relations)“ (Übergang von zyRxy zu «Rxx, von yxzSxyz zu | 


zySxay usw.) eingeführt. Hierdurch lassen sich alle im engeren Prädikatenkalkül 


darstellbaren Eigenschaften von Relationen ausdrücken. — Für den Fall der Be- 


schränkung auf zweistellige Relationen (behandelt werden sogar nur Ausdrücke, 
die eine einzige Variable R enthalten) ergibt sich mit Hilfe von Normalformen, die 
aus denen des Klassenkalküls dadurch entstehen, daß die Klassenvariablen durch 


alle möglichen aus R bildbaren Klassenzeichen ersetzt werden, durch ausführliche | 
Diskussion der zwischen den verschiedenen „domain-properties“ bestehenden Ab- 
hängigkeiten eine Lösung des Entscheidungsproblems. — Da ohne den Durchgang | 
durch mehr als zweistellige Relationen mit Hilfe der oben angegebenen Funktionen 
nicht einmal die Verkettung von zweistelligen Relationen definierbar ist, ist die 


Tragweite dieses Verfahrens allerdings sehr beschränkt. @. Hasenjaeger. 
Mareus, Ruth Barcan: The elimination of eontextually defined predieates in 
a modal system. J. symbolic Logic 15, 92 (1950). 


Verf. zeigt durch ein Beispiel, daß es auch nichtextensionale Sprachen gibt, 


in denen man Prädikate eliminieren kann, die definiert sind durch 
D(a) = pt Pı(a)  D,(o). 
Vel. G. Bergmann [J. symbolie Logie 13, 140 (1948)]. Hermes (Münster). 
Myhill, John R.: A reduction in the number of primitive ideas of arithmetie. 
J. symbolic Logie 15, 130 (1950). 
Verf. zeigt, daß die zweistellige Beziehung ®(x, y) im Bereich der positiven 


ganzen Zahlen mit der Bedeutung von „x — 1 ist teilbar durch y‘ zur Definition 


aller Beziehungen der elementaren Zahlentheorie mit den Mitteln des engeren 
Prädikatenkalküls ausreicht, indem er Definitionen angibt für die gewöhnliche Teil- 
barkeit und die Nachfolgerbeziehung 
x|y = vn: V2(® (2, y) > De, x)) bzw. <= Sy=mVY(Ö(n,2) > z|y) 

welche beiden Beziehungen nach Julia Robinson (vgl. dies. Zbl. 34, 8) dasselbe 
leisten. — Eine etwas künstliche Festsetzung des Wertes von uxX (‚die kleinste 
Zahl mit der Eigenschaft X“) für die Fälle, daß x nicht in Y und X wahr bzw. falsch 
ist, ermöglicht es, auch die (aussagen- und prädikaten-)logischen Verknüpfungen 
durch ® und u auszudrücken. — Ein Axiomensystem für ®D und « wird nicht an- 
gegeben. @. Hasenjaeger (Münster i. W.). 

Dantzig, D. van: Comments on Brouwer’s theorem on essentially-negative 
predieates. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 52, 949—-957 (1949). 

L. E. J. Brouwer [Proc. Akad. Wet., Amsterdam 51, 963—964; Indag. Math. 10, 
322—323 (1948)] hat eine reelle Zahl o +0 konstruiert, für die man nicht ent- 
scheiden kann, ob o> oder <0. Verf. diskutiert ausführlich die Grundlagen 
dieses Beweises, der eine Reihe von nichtmathematischen Hilfsbegriffen verwendet 
und unterscheidet dabei eine mehr subjektivistische von.einer mehr objektivistischen 
Deutung. Bemerkenswert sind verschiedene Aufklärungen über die gelegentlich 
schwer zugängliche Brouwersche Terminologie. Hermes (Münster). 

Riguet, Jacques: Quelques propri6tes des relations difonetionnelles. C.r. Acad. 
Sci., Paris 230, 1999—2000 (1950). 

In Fortsetzung früherer Untersuchungen (dies. Zbl. 33, 6) führt Verf. den Be- 


griff der difunktionalen Hülle R einer beliebigen Relation R ein. 
R—= RRR— RER, 


wobei generell R die transitive Hülle von R bedeutet. R ist eine closure 
operation im Sinne von E. H. Moore. R ist genau dann difunktional, wenn 


2 


I R. Sei R eine Relation zwischen Elementen von E und F. Mit Hilfe 


von } R wird bewiesen, daß die Relation, die dem Element RE(<) das Element 


RER(« ) und dem RR (Y) y) das Element RRR rm zuordnet, eine umkehrbar eindeutige 


Abbildung ist von R(P)/RR auf R(E \[RR. Dabei ist allgemein A/S die Menge 
der Äquivalenzklassen von A bzgl. 8. En ähnliches Resultat bei Dubreil-Jacotin 
(dies. Zbl. 35, 322). Rist genau dann eine difunktionale Relation zwischen Elementen 
von E und F, wenn es eine Menge G und quasifunktionale Relationen X, von E 


—i 
in @, und 2, von Fin @ gibt, sodaß R= 2,2. Hermes (Münster i. W.). 

Vacearino, 6.: Il ealeolo delle proposizioni. Archimede, Firenze 1, 229—233 
(1949), 2, 96—98 (1950). 

ie gibt zunächst eine klare Begriffsbestimmung des Aussagenkalküls, der 
‚den ersten und unentbehrlichen Bestandteil der mathematischen Logik bildet. Er 
zeigt seine Bedeutung an gut gewählten einfachen Beispielen, gibt eine Einführung 
in die von den polnischen Logistikern ausgebildete Matrizenmethode, wobei er sich 
der Bezeichnungsweise von Peano-Russel bedient und diskutiert an anschaulichen 
Beispielen die 16 logischen Matrizen des zweiwertigen (d.h. nur auf die Werte ‚‚wahr‘“ 
und ‚falsch‘ gegründeten) Aussagenkalküls. Besonders eingehend werden diejenigen 
Verknüpfungen von Aussagen behandelt, die sprachlich durch die Worte „oder“ 
und ‚„wenn— so“ ausgedrückt werden. Ferner wird gezeigt, wie mit Hilfe der Ma- 
trizenmethode ein sehr einfaches Kriterium dafür gewonnen werden kann, ob ein 
Ausdruck eine Tautologie darstellt oder nicht, und endlich werden einige der wich- 
tigsten Tautologien in Formeln ausgedrückt und rechnerisch als solche erwiesen. 
— Die Arbeit will keine neuen Erkenntnisse oder Methoden bringen, sondern ent- 
sprechend dem vom Verf. in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 32, 243) entwickelten 
Programm eine allgemein verständliche Einführung in die Probleme und Methoden 
des Aussagenkalküls geben. E. Löffler (Stuttgart). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Allgemeines. Kombinatorik: 


Pizä, Pedro A.: Sur les puissances des nombres triangulaires. Mathesis 59, 
145 —155 (1950). 

Nouvelle solution du probleme: ‚Trouver la somme d’une suite de nombres 
figures, eleves & un exposant quelconque, pris de suite ou interrompus ...“ (R. de 
Montmort, Essay d’Analyse, Paris 1713, p. 63). L’A. calcule, de proche en proche, 
la somme T', des n?"ss puissances des x — 1 premiers triangulaires, pur n—=1&5 
Il introduit (dans le plan cart6sien positif) les „coefficients de Fermat“: [r:c] 

5 

= i + = Il retrouve la propriet& D. Andr& [Nouv. Ann. Math., II. S. 12, 84 
(1873)]: „Si 2” +1 et c sont premiers entre eux, [n:c] est entier“. Si 2n-+1 est 
divisible par c, alors [n: c] est une fraction irreductible de denominateur c. Quand le 
P.G.C.D.de 2n + letdecest inferieur & c, alors [n : c] peut &tre, soit entier (exemple 
[13: 6]) soit fractionnaire. Des relations entre les 7’, (n <6), analogues & celles 
de Ben Mas’oud et Jacobi pour 8,=2a”, sont donnees; notamment: 
T,+2T, = 3(T,)®. Une note contient d’autres relations entre les T (0, 8), 


n 

‚dues a J.S. Frame, et l’identite: #7, = De) 8,40, deja indiquee par Bar- 
a=0 

bette [Mathesis, II. S. 5, 111—112 (1895)], sous forme symbolique. Enfin, pour 

»n <5, la somme Ze nemes puissances des entiers naturels non triangulaires est 

obtenue par difference, au moyen des 7", et des polynomes de Bernoulli.  Sade. 


De N Br 
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Brun, Viggo: Musie and ternary econtinued fraetions. Norske Vid. Selsk. For- 
hdl. 23, Nr. 10, 38—40 (1950). ; 

Soient trois nombres initiaux, inegaux, a >5>c, non rationnels. On fait | 
correspondre & chacun d’eux une triade: (a: 100, b: 010; c: 001). On transforme 
ces nombres par &tapes successives. Pour passer d’une &tape & la suivante, 1°) on 
retranche le nombre moyen au plus grand, 2°) on ajoute & la triade du nombre 
moyen celle du nombre le plus grand, sans toucher aux autres. Ici, la 28me &tape 
est (a—b: 100; b: 110, c: 001). A une 6tape quelconque, la triade du plus grand 
reste donne trois entiers approximativement proportionnels & «a, b, c. Pour log 5/4, 
log 3/2, log 2, les triades sont: 100, 110, 210, 211, 321,... .; 730—427—235,. 4 

Sade (Marseille). 

Touchard, Jaques: Contribution & l’&tude du probl£me des timbres-poste. 
Canadian J. Math. 2, 385—398 (1950). 

Avant 1891 Lemoine a propose ce probleme: ‚‚Quel est le nombre P, des 
manieres de replier sur un seul une bande de n timbres-poste‘‘ ? Aucune solution, 
me&me ‚„‚illusoire‘‘, n’a encore pu en &tre trouvee. 1° L’A. appelle point double fictif, 
PDF, celui qui apparait dans le schema de St. Laguö [Les röseaux, Paris 1926, 
p. 39] lorsqu’on rabat un des demi-plans sur l’autre. Il donne les expressions de 
T,, T,, T, ou T,, est le nombre des sch6mas de degr&e n avec k PDF. Les gen£ralisa- 
tions 2 et 3 sont inspir6es par les r&sultats du rapporteur [ce Zbl.35, 290]: Si A (n, p) 
est le nombre des schemas commengant par 1 et oü p occupe la 2?me place, ona: 
A(n, 2k) = A(n, 2?k—1), n >2k. Il y a correspondance 1-1 entre les permu- 
tations des deux formes. La construction qui fait passer de l’une ä l’autre est indiquee. 
Soit P une permutation, solution du probleme de Lemoine, dans laquelle les ele- 
ments a, +1, -+2,...,ß, se succedent, & l’ordre pres, sans &tre s&pares par 
aucun autre. Soit o(x, ß) ’operation (qui n’est pas une substitution), consistant & 
renverser dans P l’ordre de ces el&ments. Exemple: 12543 x 0(3, 4) = 12534. Les 
operations o(&,n), x = 2,3,...,n, engendrent un groupe Abelien, isomorphe & 
la (n — 2)eme puissance du groupe du 2°me ordre. Quand les x, superieurs & 2, ont | 
m&me parit& que n, on retrouve la construction du rapporteur [Ibid, p. 2, Nr. 6]. ' 


4. Tentatives pour resoudre le probleme trait& dans C. r. Acad. Sei., Paris (ce Zbl. | 


36, 131). 5. Tables de P,, T,, et des fonctions etudiees au nr. 4. Sade. 
Usai, Giuseppe: Concordanze nelle permutazioni. Atti Accad. Gioenia Sci. 
natur. Catania, VI. S. 6, Mem. 13, 8$S. (1950). | 
Le probleme trait& par l’A. revient ä celui de la determination du nombre des 
substitutions dans le groupe symetrique, qui laissent en place & des &l&ments 
1,2,...,n. Ce nombre N(® est donne par la formule: 


(er N ee 
en ee 


Le fait interessant est que l’A. determine ce nombre par une application du caleul ' 


a LH, 


des probabilites. L’A. etudie ensuite les variations de N(% pour n fixe. Il etablit 


les inegalites suivantes: 
pour n pair >2: NO > NV D>NW >... > Na-2) > Nm > Na-1) 
pour » impair >3: NV > NO >NWD >... > Nn-2> N" > Na-ı),. 
L S$. Bays (Fribourg). 
Cipolla, Michele: Matematica riereativa. Encicl. Mat. element. e Complem. 
Milano 311, Nr. LVII, 481—538 (1950). 


” 


Üette oeuvre posthume est un abr6g6 derecr&ations math&matiques avec brefs 
historiques et references bibliographiques. I. Proc&des de caleul numerique, notam- 
ment une curieuse methode de multiplication au moyen de produits et de quotients 


par 2 seulement. II. Calendrier. Date de Päques. III. Paradoxes dependant. 
d’erreurs de calcul deguisees. Transvasements. Probleme de Josephe. Amusante 


| 
| 
| 


ıpplication des puissances de 2. IV. Carres magiques. Equations multigrades. 
V. Geomstrie du pliage. Topologie. Rösselsprung. VI. Triangle rectangle en nombres 
»ntiers. Triangle dont l’aire et les cötes sont rationnels; solution de Brahmegupta. 
Pavages. — P. 489, z. 2, lire 25 au lieu de 26. P. 496, dans la formule de Zeller 
6% 2°me) ]ire —2 R,aulieu de —R, et tenir compte des annees bissextiles. Sade. 
‘ Sawyer, W. W.: On a well-known puzzle. Scripta math., NewYork 16, 107— 
110 (1950). 

| L’A. etudie le probleme de Tartaglia: On a 3 vases de capacite:p +4; p;q 
(? +q= 2a; p,q, premiers entre eux). Le 1° est plein, les autres vides. Comment, 
par des transvasements, mettre a pintes dans le 1° et a pintes dans l’ensemble des 
2 autres? Avec l’hypothöse faite, le probleme est toujours possible [R. Sprague, 
‚Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 49, Abt. 2, 65—73 (1940); ce Zbl. 22, 200]. Un 
&tat est accessible quand on peut l’obtenir A partir d’un autre, par transvasements. 
L’A. perfectionne le schema de G. Brunel [M&m. Soc. Sei. phys. natur. Bor- 
deaux, IV. S. 5, XIV—XV (1895)], en representant chaque &tat du systeme par le 
point x, %, z, dont les coordonn&es sont les contenus respectifs des 3 vases et en joig- 
nant par un vecteur chaque-&tat & celui qui en d&coule par transvasement. Si l’on 
peut passer directement de x, y, 2,& x’, y', z’ et vice-versa, la liaison est dite rever- 
sible. La regle connue [W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele, 
Leipzig, B. G. Teubner, 1900, p. 55)] est rappel&e. Elle conduit & un schema auto- 
morphe par > 2a— x, y—p—y, z2—qg—z. Si l’on se borne aux liaisons 
reversibles, la serie des (p— 1) (g— 1) etats accessibles est entierement parcourue 
par l’application de la regle. Les valeurs de x sont alors (par paires) en progression 
arithmetique de raison qg modulo 2a. — P. 110, Z. 31, lire 2(a) au lieu de 2. Sade. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen: 


® Mal’cev, A.I.: Grundzüge der linearen Algebra. Moskau-Leningrad: OGIZ, 
Staatsverlag f. techn.-theor. Lit. 1948. 423 S., 17 R. 50 Kop. [Russisch ]. 


Das aus Vorlesungen des Verf. entstandene Buch gibt einen elementaren Aufbau der linearen 
Algebra. Als Vorkenntnisse werden nur die Grundtatsachen der Theorie der linearen Gleichungen 
und der Determinantenrechnung vorausgesetzt. — Im 1. Kap., das einleitenden Charakter hat, 
werden die elementaren Matrizenrechenregeln entwickelt. Begriffe, wie charakteristisches 
Polynom und Minimalpolynom werden eingeführt und der Satz von Hamilton-Cayley be- 
wiesen. Im letzten Paragraphen werden Kästchenmatrizen näher behandelt. — Das 2. Kap. 
ist den linearen Vektorräumen endlicher Dimension gewidmet. Grundlegende Tatsachen über 
lineare Unterräume, über Koordinaten und Koordinatentransformationen werden hier bewiesen. 
— Das3. Kap. enthält die elementaren Eigenschaften linearer Transformationen. Der Zusammen- 
hang zwischen linearen Transformationen und Matrizen wird klargelegt und die Rechenregeln 
der linearen Transformationen aufgestellt. — Das 4. Kap. gibt eine ausführliche Ableitung 
der Jordanschen Normalform einer linearen Transformation. Diese wird zuerst für den Fall 
nilpotenter, sodann auch für die allgemeinen linearen Transformationen abgeleitet. — Das 
5. Kap. handelt von Matrizen aus Polynomen und von Elementarteilern. Der Elementarteilersatz 
wird bewiesen, und mit seiner Hilfe wird die Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform auf- 
gezeigt. Im letzten Paragraphen werden verschiedene Normalformen linearer Transformationen 
in einem gegebenen, nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körper aufgestellt. — Im 
6. Kap. wird die Matrizentheorie fortgesetzt. Hier werden Polynome von Matrizen, Matrix- 
funktionen und Matrizenpotenzreihen untersucht. Die Berechnung von Elementarteilern von 
Matrixfunktionen wird ausgeführt. Bedingungen für die Vertauschbarkeit einer Matrix mit 
einer gegebenen werden abgeleitet und besprochen. Grundbegriffe der Kroneckerschen Matrizen- 
komposition werden eingeführt. — Das 7. Kap. trägt die Überschrift „Unitäre und euklidische 
Räume“. Solche Räume werden axiomatisch durch Einführen eines skalaren Produktes von 
Vektoren definiert. Als Grundkörper werden Unterkörper K des komplexen Zahlkörpers zuge- 
lassen, die den folgenden beiden Bedingungen genügen: a) wenn x € K, so auch das konjugiert 
komplexe &€K, b)wenn x€ K und «reell, so auch Va € K. Für das skalare Produkt werden 
dann die üblichen Axiome a) (a, b) = (b,a), b) (xa,b) = a(a,b), ce) (a+b,c) = (a,c) + (b, c) 
und d) aus «+0 folgt (a,a)>(0 angenommen. Eine solche Einführung gestattet unitäre 
und euklidische reelle Räume gleichzeitig zu behandeln. — Elementare Eigenschaften orthonor- 
mierter Basen, das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, die Besselsche Ungleichung und 
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die Parsevalsche Gleichung werden abgeleitet. Bilineare Funktionen auf unitären Räumen 
werden näher besprochen. Das Kapitel schließt mit der Reduktionstheorie unitärer und ‚ortho- 
gonaler Transformationen. — Im 8. Kap. werden hermitesch-symmetrische und hermitesch- 
schiefsymmetrische Transformationen unitärer Räume untersucht. Ihre Reduktion auf Diagonal- 
form (bzw. — im Falle schiefsymmetrischer Formen in reellen Räumen — auf eine entsprechende 
einfache Form) wird durchgeführt. Nach einer Untersuchung der sogenannten Cayley-Trans- 
formation, die hermitesche und unitäre Transformationen einander zuordnet, folgt die Theorie der 
normalen Transformationen; ihre Spektraldarstellung wird angegeben. — Die beiden letzten 
Kapitel enthalten die Theorie von Vektorräumen, in denen ein Skalarprodukt durch irgendeine 
Bilinearform definiert ist. Solche Räume nennt Verf. Räume mit bilinearer Metrik. Hier 
findet sich auch der Beweis des Trägheitssatzes für quadratische Formen und die Reduktions- 
theorie von Paaren quadratischer Formen. Eingehender werden die Fälle symmetrischer und 
schiefsymmetrischer Metriken behandelt. L. Kaloujnine (Berlin). 

Foulkes, H. 0.: Modified bialternants and symmetrie function identities. J. | 
London math. Soc. 25, 268—275 (1950). “1 

The reviewer has recently [J. London math. Soc. 24, 144—145 (1949)] investi- 
gated certain determinants which arise from those of the Vandermonde and allied | 
types if powers af are replaced by products a = (&,; +) (&; + Ba) (8; + Pr). | 
The evaluation leads to simple expressions combining the elementary symmetric | 
functions of the a’s with the complete homogeneous polynomials (Wronski functions) | 
of the ß’s. In the present paper the au. gives an alternative proof which is based | 
on a theorem by Beltrami and also evaluates the determinant h,, which arises 
irom.h,, — am En 1 a2 an) 0, 1]/A 108 is Teplaced hy, enreree 
the Vandermonde determinant of the &’s. He obtains 

hin 7 hm bo Im b} Ds Hz em 1% Ro Da 

where b, is the r-th elementary symmetric function of 4ß3 - - -Pmin-ı- Ibis 
result again emphasizes the duality between elementary symmetrie and complete 
homogeneous polynomials. The consideration of a general partition would lead to 
an analogue to Schur’s Wronski-quotients (now better known as S-functions) 
which the au. treats in at least some of the simpler cases. K. A. Hirsch. 

Parodi, Maurice: Un eritere d’irreduetibilit6 sur le corps des nombres rationnels 
du polynome caraetöristique de matrices dont les &l&öments sont des entiers. C.r. 
Acad. Sci., Paris 231, 97—99 (1950). | 

Das charakteristische Polynom der regulären Matrix n-ter Ordnung A = (a,,) 
mit ganzen Elementen ist im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel, wenn 


Se; =1 Velden mL msn): 
Nele el 1 > I de en) 
I=&m 


sind. Daraus läßt sich das bekannte Irreduzibilitätskriterium von Perron ableiten. 
Gy. 8z.-Nagy (Szeged). 

Verblunsky, 8.: A theorem. on eubie polynomials. Arch. Math., Karlsruhe 2, 
'281—282 (1950). 

The following theorem is proved: In order that gy)=P+ay+Pßy+i 
shall satisfy the condition g(y) >0 if y20, it is necessary and sufficient that 
«B +6 +P) +9 +2 (x +ß + 3)12 > 0.  E. Frank (Chicago, Il.). 
Erdös, P.: On the coeffieients of the eyelotomie polynomial. Portugaliae 
Math. 8, 63—71 (1949). 

Es sei A, der Absolutwert des absolut größten Koeffizienten in dem Kreistei- 
lungspolynom vom Grade @(n) mit dem höchsten Koeffizienten 1, dessen Null- 
stellen die primitiven n-ten Einheitswurzeln sind. Verf. beweist, daß eine positive 
Konstante c, existiert, derart, daß für unendlich viele » gilt: n 

A > exp (nlloglogn), 
Die Existenz einer positiven Konstanten c, derart, daß für jedes n gilt 

A, <exp (nCılloglog A) ar 
ist bewiesen von P. T. Bateman (dies. Zbl. 35, 311). H.D. Kloosterman (Leiden). 


E RN | 11 


ae Kerderihe, W.: On the number of terms of the square and the cube of poly- 
|nomials. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 52, 1220—1226 (1949). 

Es sei x, die Menge aller Polynome P(x) mit genau n. nichtverschwindenden 
|Koeffizienten, und es bedeute A,(P(x)) die Anzahl der nichtverschwindenden 
Koeffizienten von P?(x), ferner setzen wir A,(n) = Aaaye {A,(P(x))}. L. Redei 


Il (x) E Tin 
aat die Aufgabe gestellt, A,(n) zu bestimmen bzw. Bee L. Kalmär, 
t. Redei und Ref. haben zuerst lim inf A,(n)/n = 0 bewiesen, dann hat Ref. 


n>0o 


lim — — > 4,(k) =0 bewiesen (dies. Zbl. 30, 114). Später hat P. Erdös 
en = „(n hr = 0 und noch mehr, nämlich A,(n) <cn’, woc>0 und Oo <y<i1 


inte tan sind, bewiesen (P. Erdös, dies. Zbl. 32, 2). Verf. beweist 

\d,(n) <; (162n’l086 — 12), d.h. eine Verschärfung des Resultates von P. Erdös, 
land Sa erreicht er diese Abschätzung, indem er sich auf Betrachtung solcher 
Polynome n-ten Grades beschränkt, deren Koeffizienten alle #0 sind — solche Poly- 
\aome nennt er „vollständig“. Der Beweis stützt sich auf folgende Idee (s. Ref. 
1.2.09): wenn S,(x) den n-ten Abschnitt der Potenzreihe 


V1+20@)=1 Fact, +: 
oedeutet, wo Q(x) ein Polynom (r— 1)-ten Grades ist, so hat S2(x) = = Cu 0% 


„verhältnismäßig wenige Glieder“, da für r+1 <sk<n offenbar c,= 0 ist; 
Jurch passende Wahl der Koeffizienten von Q(x) können noch weitere c, gleich 0 
semacht werden. — Im $ 2 betrachtet Verf. das analoge Problem für P3(x) statt 
P?2(x) und beweist folgenden Satz: für jedes n—=1,2,... kann ein vollständiges 
Polynom n-ten Grades P,(x) angegeben werden, so daß die Anzahl der von 0 
verschiedenen Glieder von P}(x) kleiner als cn’ ist mit c>0 und 
= Mae 270, 1: A. Renyi (Budapest). 

Egerväry, E.: Eine Bemerkung über definite quadratische Formen. Publ. 
math., Debrecen 1, 193—195 (1950). 

Verf. nimmt Bezug auf die Noten von A. Csäszär und T. Szele (dies. Zbl. 
36, 290) und führt das dort behandelte Problem auf eine elementare Identität zu- 
rück, welche auch auf positive semidefinite Formen angewandt werden kann. 
Brandt (Halle). 
Gruppentheorie: 


Clifford, A. H.: Semigroups containing minimal ideals. Amer. J. Math. 70, 
521—526 (1948). 

Verf. verallgemeinert die Resultate von A. Suschkewitsch von endlichen auf 
gewisse unendliche Halbgruppen $. (Eine Halbgruppe ist bekanntlich ein System 
mit einer assoziativen Multiplikation.) Eine Untermenge A von 8 heißt ein Links-, 
Rechts- bzw. zweiseitiges Ideal von S, wenn SA, AS bzw. SAS in A enthalten ist. 
Haben die zweiseitigen Ideale von 8 einen nicht-leeren Durchschnitt K, so ist K 
iim Sinne von D. Rees [Proc. Cambridge phil. Soc. 36, 387—400 (1940); dies. 
Zbl. 28, 4] eine einfache Halbgruppe ohne Nullelement, d. h. für gegebene a, bin K 
ist die Gleichung xzay — bin K lösbar. K’heißt der Kern von 8. Unter Voraussetzung 
ler Existenz eines minimalen Linksideals beweist Verf., daß der Kern stets vorhanden 
ınd mit der Vereinigung aller minimalen Linksideale identisch ist. Existieren sowohl 
minimale Linksideale, als auch minimale Rechtsideale in S, so ist K eine völlig 
sinfache (completely simple) Halbgruppe im Sinne von D. Rees (loc. eit.). Die 
minimalen Links-(Rechts-)Ideale bestehen aus elementfremden Gruppen, und der 
Durchschnitt eines minimalen Linksideals mit einem solchen Rechtsideal ist je eine 
Gruppe. ( (Ref. hat in einer neu erschienenen Note [Publ. Math., Debrecen 1, 227—231 
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(1950)] unter schärferen Bedingungen den Isomorphismus dieser Gruppen bewiesen. 
Zum Schluß werden Halbgruppen mit einem einzigen minimalen Linksideal betrach! 
tet. . L. Fuchs (Budapest). 
Sadowski (Sadovskij), L.: On struetural isomorphisms of free products of groups 
Mat. Sbornik,n.S.21 (63), 63—80 u. engl. Zusammenfassg. 80—82 (1947) [Russisch |f 
It is well known [A. Rottlaender, Math. Z., Berlin 28, 641—653 (1928)] tha | 
the lattice of subgroups of a group need not determine the group within isomor phis mi 
There exist finite non-Abelian and Abelian groups with isomoıphie subgroup lattices 
A.Kurosh and R. Baer have raised the problem how far free groups and fre 
products are determined by the lattice of their subgroups. In two preceding paper:f 
[Doklady Akad. Nauk SSSR, n. $. 32, 171 (1941); Mat. Sbornik, n. S. 14, 15517: 
(1944)] the au. has proved (i) that free groups and locally free groups and 
not finitely generated groups which are decomposable into a free product are deter! 
mined within isomorphism by the lattice of their subgroups and (ii) that in al} 
those cases (except for the infinite eyclie group) every lattice automorphism isf 
induced by a unique group automorphism. The main result of the present pape} 
is that (i) remains true for free products in general. Theorem: Every group which 
is non-trivially, decomposable into a free product is determined within isomorphisn 
by the lattice of its subgroups. Whether (ii) remains true in this general case is as 
open question. — The proof is based on results obtained in the previous paper 
and proceeds by detailed study of several cases. The principal lemma is of indepen!| 
dent interest: If @ = {a} *{b} is the free product of two cyclice groups and @ —=@ 
a lattice isomorphic image of @ under an isomorphism 6, then @' = {a’} * {b}\ 
where the correspondence between {a} and {a’} = {a}® and {b} and {b’} = {bjti 
can be chosen so that for an arbitrary pair of generators a, band a’ =a®, b’ = bil 
one also has {ab} = {a’b}. K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne). 
Waerden, B. L. van der: Free products of groups. Amer. J. Math. %0, 52752 
(1948). 
Ein äußerst einfacher Beweis für die Existenz des freien Produkts von beliebiger! 
Gruppen 9,..., wobei weder das Assoziativgesetz noch die Gleichheitsdefinitior! 
Schwierigkeiten macht. Man bilde die endlichen ‚‚Worte“ aus den Elementen 
.a,b,...(=# 1) der gegebenen Gruppen, so daß nicht zwei benachbarte Buchstabeni 
derselben Gruppe angehören, und lasse auch das leere Wort zu. Man ordne jeden 
a,b,...(=1) je einen Operator A,B,... zu, und zwar soll A einem Wort! 
bxz... das Wort abx... bzw. cx... zuordnen, je nachdem a,b in verschieden« 
9 oder in dieselbe $ gehören, wobei im letzteren Falle c = ab gilt und man Bu | 
6%... einfach x... nehmen soll, wenn c = 1. (Dem leeren Wort wird a zuge 
ordnet.) Dann wird leicht gezeigt, daß die A,B,... Permutationen sind und mi 
der identischen Permutation zusammen eine Gruppe bilden, die dem freien Produkt 
von 9,... isomorph ist. Redei (Szeged). 
Neumann, B. H. and Hanna Neumann: A remark on generalized free products. 
J. London math. Soc. 25, 202—204 (1950). 
In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 32, 104) wurde von Hanna Neuman 
der Begriff des freien Produktes von Gruppen mit verschmolzenen Untergruppe 
eingeführt und untersucht. Für ein System von Gruppen @, mit Untergruppen 
UsaC @, wobei für die letzteren U, = Us. gilt, kann unter Umständen eine 
Gruppe H existieren, die sämtliche @, als Untergruppen enthält, und zwar so, da fi 
sie von diesen Untergruppen erzeugt wird und für ein jedes Paar «, ß von Indizes 
GN = Uap = Usa gilt. Gibt es eine solche Gruppe H, so existiert eine (und 
bis auf Isomorphie nur eine) „größte“ Gruppe von dieser Eigenschaft, deren homo- 
morphe Bilder nämlich alle solchen Gruppen erschöpfen und die das verallgemeinert 
freie Produkt der Faktoren @, mit den verschmolzenen Untergruppen U, heißt 
Dieses verallgemeinerte freie Produkt existiert nach dem wichtigen ‚Reduktionssatz‘ 
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ler obigen Arbeit dann und nur dann, wenn das der Gruppen U, mit den ver- 
ehmolzenen Untergruppen U, 3; existiert, wobei U, die durch sämtliche Untergruppen 
Tag erzeugte Untergruppe in @, bezeichnet. Dieser Satz wurde von R. Baer (dies. 
Ybl. 33, 345) einfacher bewiesen. Verff. leiten jetzt den Reduktionssatz ganz kurz 
\vus einem Satz von Schreier [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 5, 161—183 (1927)] 
tb, nach welchem das verallgemeinerte freie Produkt von Gruppen mit einer ein- 
ligen verschmolzenen Untergruppe immer existiert. — In analoger Weise wird auch 
las verallgemeinerte direkte Produkt der Gruppen @, mit verschmolzenen Unter- 
gruppen U„; definiert, vorausgesetzt, daß die Untergruppen U,; sämtlich im Zen- 
rum der G,liegen. Das direkte Produkt von zwei Gruppen @,, @, mit einer verschmol- 
jenen Untergruppe U, , ist z. B. das „‚größte‘‘ homomorphe Bild des (gewöhnlichen) 
Hirekten Produktes @, x @,, das von zwei zu G, bzw. @, isomorphen Untergruppen 
Init einem Durchschnitt — U,,2 erzeugt wird. Auch ein Reduktionssatz ähnlichen 
Inhaltes gilt für verallgemeinerte direkte Produkte mit verschmolzenen Unter- 
gruppen. T. Szele (Debrecen). 


| Iwasawa, Kenkichi: On linearly ordered groups. J. math. Soc. Japan 1, Nr. 1, 
9 (1948). 

| Es wird erstens gezeigt, daß jede (linear) geordnete Gruppe ordnungshomomor- 
ohes Bild einer geordneten freien Gruppe ist. Weiter wird die „Kompositionsreihe“ 
biner geordneten Gruppe @ eingeführt. Man erhält diese, indem man zunächst die 
isolierten Untergruppen betrachtet, die mit irgend zwei Elementen a und 5 auch 
Ille Elemente zwischen a und 5 enthalten. Es gibt dann zu jedem Element a +1 
in @ ein Paar isolierter Untergruppen /’, I” derart, daß I’ <I”, aber keine iso- 
{ierte Untergruppe zwischen /’ und /’” gefunden werden kann,.und derart, daß a 
:u I, aber nicht zu I’ gehört. Es ist dann bekannt, daß I’ ein Normalteiler von I” 
st und daß der „Kompositionsfaktor“ I’/I’ ordnungsisomorph einer Untergruppe 
ler Additionsgruppe der reellen Zahlen ist. Die Gesamtheit der Kompositionsfak- 
soren hat eine natürliche Ordnung; und jede Kompositionsreihe kann durch die 
schwache) direkte Summe der Kompositionsfaktoren realisiert werden. Baer. 


Cernikov, 8. N.: Unendliche, schiehtweise endliche Gruppen. Mat. Sbornik, 
1. 8. 22 (64), 101—133 (1948) [Russisch]. 


Verf. untersucht unendliche periodische Gruppen, in denen die Mengen der Elemente einer 
'eden auftretenden Ordnung endlich sind. Diese Mengen werden ‚Schichten‘ genannt, und die 
‚$ruppen dieser Klasse „‚schichtweise endlich“ (s.e.). Dazu gehören z. B. die direkten Produkte 
yon endlichen Gruppen, die zu jeder Primzahl p nur eine endliche Anzahl von Faktoren mit durch 
d teilbaren Ordnungen besitzen; ferner alle direkten Produkte von Abelschen Gruppen des Typs» 
© mit einer endlichen Anzahl von Faktoren für jedes p; schließlich auch das direkte Produkt 
»jner Gruppe der ersten mit einer der zweiten Art. Daß die Klasse der s.e. Gruppen hiermit nicht 
srschöpft ist, wird durch Beispiele im Text belegt. Wenn alle Sylow-Gruppen einer ss. e. Gruppe 
»ndlich sind, so nennt Verf. die Gruppe dünn, andernfalls dick. Dünne s. e. Gruppen lassen 
sich dadurch charakterisieren, daß sie als Summen von aufsteigenden Folgen von Normalteilern 
largestellt werden können, die für jede Primzahl p nur eine endliche Zahl von Faktoren mit 
Jurch p teilbaren Ordnungen enthalten. In dicken s.e. Gruppen enthält das Zentrum eine voll- 
ständige Untergruppe mit dünner Faktorgruppe. Man könnte daher vermuten, daß jede dicke 
3.e. Gruppe direktes Produkt einer vollständigen Abelschen Gruppe und einer dünnen s.e. 
Gruppe ist. Dies ist aber nicht der Fall, wie durch ein Beispiel gezeigt wird. Es wird daher der 
'Zusammenhang zwischen dicken s.e. Gruppen, dünnen s.e. Gruppen und vollständigen Abel- 
schen Gruppen genauer untersucht. Hierbei zeigt sich, daß jede dicke s.e. Gruppe ® eine dünne 
3. e. Untergruppe 9 besitzt, aus der & vermittels einer „‚primär-zentralen‘ Erweiterung hervor- 
seht. Damit ist das folgende gemeint: man nehme eine direkte Zerlegung & einer Untergruppe 9’ 
les Zentrums von & in unzerlegbare zyklische Faktoren und ersetze nun alle endlichen Faktoren 
durch Gruppen vom Typ p®, und zwar so, daß die dabei eingeführten Elemente zu der Gruppe 9 
ädjungiert werden und mit. den Elementen von 9 und auch unter sich vertauschbar gemacht wer- 
len; die übrigen Relationen rühren nur von der Einbettung der Faktoren der Zerlegung « von 
5’ in Gruppen vom Typ p”® her. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden Sätze: Wenn das 
Zentrum einer Gruppe ® eine s.e. Untergruppe N mit s.e. Faktorgruppe ®/N enthält, so ist 
uch &s.e.;und wenn W und &/R dünn sind, so auch &. Das Zentrum jeder dicken s.e. Gruppe 
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& enthält eine dünne Untergruppe R, deren Faktorgruppe &/R direktes Produkt einer dünne | 
s.e. Gruppe mit einer vollständigen Abelschen Gruppe ist; letztere ist isomorph zu der maxima) 
len vollständigen Untergruppe des Zentrums von ®. Umgekehrt gilt: Wenn das Zentrum eine‘ 
Gruppe @ eine s.e. Gruppe R enthält, deren Faktorgruppe G/R direktes Produkt einer dünne: 
s.e. Gruppe mit einer vollständigen Abelschen s.e. Gruppe ist, dann ist Ös.e. und die maximalef 
vollständige Untergruppe des Zentrums von & isomorph zu der Abelschen Gruppe. Jede voll 
ständige Sylow-Gruppe einer s. e. Gruppe ist direkter Faktor. Schließlich wird der Zusammen. 
hang zwischen dünnens. e. Gruppenund unendlichens. e. direkten Produkten vonendlichen Grup 
pen aufgeklärt. Jede unendliche dünne s.e. Gruppe besitzt eine charakteristische Untergruppe 
die zu einem unendlichen s. e. direkten Produkt von endlichen Gruppen isomorph ist und gleich‘ 
zeitig eine Faktorgruppe derselben Art bezüglich einer gewissen charakteristischen Untergruppe 
ergibt. Jede s.e. Gruppe ® erweist sich als Vereinigungsmenge ihrer aufsteigenden Loewyschenf 
Kompositionsreihe; d. h. wenn R, = list, und R,,,/R; der Remaksche Sockel von &/R,, d.h) 
das Produkt der minimalen Normalteiler von &/Rt,, dann ist & die Vereinigungsmenge der R,, 
Ein weiteres interessantes Ergebnis ist, daß sich jede s.e. Gruppe als Erweiterung einer lokallf 
auflösbaren s. e. Gruppe mittelst einer endlichen Gruppe darstellen läßt, falls die Vermutung 
zutrifft, daß es keine nicht-Abelschen einfachen Gruppen ungerader Ordnung gibt. | 
K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne, England). | 
Öernikov, €. N.: Zur Theorie der endlichen p-Erweiterungen Abelscher p- 
Gruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 58, 1287—1289 (1947) [Russisch ]] 
A group @ which possesses a normal subgroup N of finite index whose factor- 
group @/N is a finite p-group is called a finite p-extension of N (or any abstrae 
group isomorphic to N). The au. proves the following theorems: 1. If the orders 
of the elements of a finite p-extension of an infinite Abelian p-group are bounded 
then the centre of this extension is infinite. 2. Under the same conditions the uppe: 
central series of the extension is of finite length. 3. Conversely, if a finite p-exten- 
sion G@ has an upper central series of finite length, then the orders of its elements 
relative to its centre are bounded and, 4. the factors of the upper central series with l 
the possible exception of the first are direct products of cyclic groups of boundeeil 
orders. 5. If @ has an infinite number of elements of order p, then the centre of @ 
also has an infinite number of elements of order p. 6. Every p-group G which satis-ı 
fies the minimal condition for normal subgroups of finite index and possesses an 
ascending central series is a finite p-extension of a direct product of primary Abelianı) 
groups of type (9%). Combining 5 and 6 one obtains 7. If the centre of such a groupf 
@ contains only a finite number of elements of order p, then @ is nilpotent. Anıı 
equivalent statement is 8. A p-group with an ascending central series which satisfies 
the minimal condition for Abelian normal subgroups and for normal subgroups off 
finite index is nilpotent. This leads to 9. A locally finite p-group with minimal 
„condition for normal subgroups is nilpotent. — Corollary. For locally finite 
p-groups the minimal condition for subgroups is a consequence of the minimal 
condition for normal subgroups. In the case of a countable group this last theorem 
had previously been proved by I.D. Ado (this Zbl. 37, 304). K. A. Hirsch. 
/ Skopin, A. I.: Faktorgruppen einer oberen Zentralreihe einer freien Gruppe. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 425—428 (1950) [Russisch]. ) 
| In einer freien Gruppe & mit k Erzeugenden wird eine Folge von Normalteilern. 
&=-6206,26,3:-- nach folgender Vorschrift gebildet: 1. &,;_,/&, ist eine: 
elementare abelsche p-Gruppe, p=+2. 2. ©, _,/©, liegt im Zentrum von 8,6,. 
3. &, wird als möglichst kleine Gruppe mit den Eigenschaften 1., 2. gewählt. Unter- 
sucht werden die Faktorgruppen ®,_,/&,. Für eine Untergruppe X von & verstehe 
man unter %”* den aus den m-ten Potenzen der Elemente von X erzeugten Normal-! 
teiler von Ü. ‚Durch h werde die Kommutatorbildung bezeichnet. Es ergibt! 
sich 6, = 6, | [Ö,1 6]. — Es wird die Darstellung einer freien Gruppe im Ring 
der formalen Potenzreihen von k assoziativen Unbestimmten &,,..., x, als Gruppe 
der 1 + x, benutzt [mit (1 an yt=1l—-, +22 —+::). P,„ sei ein ganz-. 
zahliges homogenes Polynom in den x, vom Grade m und L, ein ganzzahliges 
homogenes Liesches Polynom vom Grade m. (In Z,, statt gewöhnlicher Multipli 
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kation xoy=xy—yx.) Es wird bewiesen: Jedes Element aus ©, hat die Gestalt 
a n+1 E , 
‘ 1+ = Pas 3: zwober sp, = L, mod. ph 1.2. nl), 
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nd jedes Element dieser Gestalt ist in ©, enthalten. Daraus folgt: &,/&,. = 

4+ + Z)/p (Li +: + Z,,), wo die Z, hier die Moduln der entsprechen- 
‚en Polynome bezeichnen. R. Kochendörffer (Rostock). 
 Faddeev, D. K.: Über Faktorensysteme in Abelschen Operatorgruppen. Doklady 
\kad. Nauk SSSR, n. S. 58, 361—364 (1947) [Russisch]. 

Sei U eine additiv geschriebene Abelsche Gruppe und % eine Gruppe von 
Rechts-)Operatoren in X. Eine Funktion von %k Argumenten, die unabhängig % 
urchlaufen, und deren Werte «(9,9% ...,9,) in W liegen, wird vom Verf. ein 
\-Faktorensystem genannt, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist: 


k . 
1) (92, 93: Px+ı) F = — 1 a(91 93 : - 9 Pin: - >» Pr+ı) 


| + DPralp,9% 9)" Pr = 0: 
ür k=( reduziert sich dies auf a—a 9 =, d.h. 0-Faktorensysteme sind die 
'egenüber den Operatoren p von 7% invarianten Elemente von X. Für k=1 erhält 
aan in multiplikativer Schreibweise a(9,)” a(9,) = @(P1%s), d.h. die 1-Faktoren- 
ysteme sind verschränkte Charaktere. Für k=2 ergibt sich die Bedingung 
(91: 92)” @(91 99, 93) = %(P1, 9a P3) (92, 9), d.h. die 2-Faktorensysteme sind die 
igentlichen Faktorensysteme aus der Theorie der Erweiterungen von Gruppen, 
er Theorie der Algebren usw. Verf. vereinheitlicht und überträgt eine Reihe von 
‚ätzen, die für k —=1 oder 2 bekannt sind, auf den Fall eines allgemeinen Ak. 
Jie k-Faktorensysteme von % in X bilden eine Abelsche Gruppe N. Eine Funk- 
ion, deren Werte sich wie die linke Seite von (1) mit k—1 statt k schreiben 
ssen, erweist sich stets als k-Faktorensystem und wird ein Haupt-Faktorensystem 
‚enannt (dies sind z. B. die ‚‚Transformations-Größen‘“ aus der Theorie der Algebren). 
Jie Haupt-Faktorensysteme bilden eine Untergruppe Hx von N%, deren Faktor- 
ruppe M& die k-Multiplikator-Gruppe von % in X genannt wird. Wenn % endlich 
‘on der Ordnung m ist, dann ist M% eine periodische Gruppe und die Ordnungen 
ırer Elemente sind Teiler von m. Wenn in X die Division durch m möglich und 
indeutig ist, dann ist My —1, d.h. H, = N. Sei nun % eine beliebige Gruppe 
nd ®B eine Abelsche Gruppe, additiv geschrieben. Wir betrachten die Gruppe 3% 
on Funktionen eines Argumentes aus % mit Werten in ® und machen die Elemente 
on % zu Operatoren in %® gemäß der Regel fP(y) = f(py). Dann ergibt sich 
N28 = 1. Jede Abelsche Gruppe A mit Operatoren kann entweder in eine Gruppe ein- 
\ebettet werden, für die alle Faktorensysteme Haupt-Faktorensysteme sind, oder aber 
‘(erscheint als Faktorgruppe einer zulässigen Untergruppe in einer solchen Gruppe. 
‚ei also B eine Abelsche Gruppe mit der Operatorgruppe % und X eine zulässige 
re Dann gilt Rn Hu/H% T Nam Ri ', wobei 4 " das Bild von N 
‚ei dem natürlichen Homomorphismus B — B/A ist. Wenn ferner M% = 1 und 
Ws" —=1 ist, dann ergibt sich Mi » Mipı. Als Beispiel wird schließlich die von 
\.H.Clifford und $S. MacLane [Trans. Amer. math. Soc. 50, 385—406 (1941); 
ies. Zbl. 25, 389] eingeführte „abstrakte Einheiten-Gruppe“ behandelt. Wenn & 
ie abstrakte Einheiten-Gruppe einer endlichen Gruppe % bezeichnet und $t die 
Aruppe der reellen Zahlen (modulo 1), so beweist Verf. für alle natürlichen Zahlen %k 
NE u Mi. Dies war loc. cit. nur für k= 1,2 bewiesen worden. K. A. Hirsch. 
'Redei, L.: Ein Satz über die endlichen einfachen Gruppen. Acta math., 
obenhavn 84, 129—153 (1950). 
= The paper is devoted to the investigation of simple groups (all groups considered 
re finite) all of whose maximal subgroups have only abelian maximal subgroups. 
b uses essentially the au.’s complete enumeration of all non-abelian groups with only 
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abelian maximal subgroups (this Zbl. 35, 15) and some of the properties of theihl 
groups. All that is needed is, however, restated in this paper for the reader’s con- 
venience. The principal results are: (1) A group all of whose maximal subgroups} 
have only abelian maximal subgroups is simple if, and only if, the maximal sub- 
groups have only trivial centres. The proof of the necessity of the condition presentsi 
the main difficulty (but broken up into several steps it is nevertheless easily intelli-| 
gible). (2) Many detailed results on the subgroups, Sylow subgroups, etc, of a simple! 
group of this kind, amongst them an interesting number-theoretical relation between] 
the order of such a group and the prime powers dividing it. This latter will, the au.| 
hopes, lead to further conditions for the order ofsuch a group, especially in the case} 
of odd order. In the case of even order this relation, together with an examination! 
of the dihedral groups contained in the simple group in question, leads to the further!) 
result (3): The icosahedral group is the only simple group of even order all of whose! 
maximal subgroups have only abelian maximal subgroups. Hanna Neumann. | 


Szep, J.: On the structure of groups which can be represented as the produet! 
of two subgroups. Acta sci. math., Szeged 12 A, L. Fejer et F. Riesz LXX annosı 
natis dedic., 57—61 (1950). u 

L’A. poursuit ses recherches (ce Zbl. 36, 153) sur les groupes engendres par! 
le produit de deux facteurs permutables @—= HK, en connexion avec celles de! 
L. Redei. Il remplace la notation x, par [h] et {n,} par [K]. Alors: kh = hl Kin. 
(Aha = Arm oa u—kM; (AR) — Alk); relations deja obtenues ind&- 
pendamment par G. Zappa [Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 119—125 (1942); ce 
Zbl. 26, 291]. Si le groupe K est automorphe par les [h]eE [X] etsiles [k] € [7] 
sont des automorphismes pour 7, alors @ est un groupe de composition auto- 
morphe (C. A). Si une seule condition est satisfaite, @ est un groupe de co mpeg 
sition semi-automorphe (C.S.A.). 1° Tout C. S. A. possede un sous-groupe) 
normal propre. 1.1. Si l’ordre du groupe d’automorphisme de K est premier avec, 
P’ordre de H et vice-versa, KH est un C.A. egal au produit direct H x K. 1.2. Si@} 
est un C.A.etsi [HJ =» K, alors H est un sous-groupe normal. 2° Si @ est aut 
C.A.etsi NCH est le sous-groupe normal maximal de G, et M la möme chose pour! 
K, alors, le groupe quotient @/(M x N) se d&compose en le produit direct de ses} 
deux sous-groupes: @/(M x N)» (K/M) x (H/N). 2.1. @ contient, en plus de M 
et de N, deux sous-groupes normaux K’ et H’ tels e: H/MrH; K/N»&K. 
2.2. Ona: GH &K MXN) et @/K HM x N). 3° Si dans un groupe 
fnii @= HK, les ordres des groupes H et K sont premiers entre eux, alors tout 
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sous-groupe normal G de G, est, soit un sous-groupe normal de Z, soit un sous-groupe! 


normal de X, soit un sous-groupe de la forrme @= HK oü Het K sont des sous-| 
groupes normaux de H et de K resp. Albert Sade (Marseille). 


e Rutherford, Daniel Edwin: Substitutional analysis. (Edinburgh University‘ 
Publications: Science and Mathematics, Nr. 1). Edinburgh and London: Oliver and! 
Boyd, 1948. XI, 103 p. 25. net. 

Die vorliegende Monographie stellt es sich zur Aufgabe, die von Alfred You ng ent- 
wickelte „substitutional analysis“ in ihren Grundzügen darzustellen und darüber hinaus ihre 
weiteren Ergebnisse nach Young zusammenzufassen. Der Grundgedanke Youngs, das zu, 
einer festen Zerlegung (partition) der natürlichen Zahl n gehörige Symmetrieschema (tableau) 
als Operator des über der symmetrischen Gruppe ©, in n Ziffern gebildeten Gruppenrings 0, 
(mit rationalem Koeffizientenbereich) aufzufassen und damit einen, vor allem für die Dar- 
stellungstheorie der ©, erfolgreichen Kalkül zu gewinnen, hat ja in der Folge [vgl.etwaH. We yl l 
The classical groups and their invariants, Princeton 1939; dies. Zbl. 20, 206] so starke Bedeutung! 
gewonnen, daß der Wunsch des Verf., diese in einer Reihe von Arbeiten von You ng (aus den 
Jahren 1900—1935) verstreuten Untersuchungen in geschlossener Form darzustellen, nur zuı 
berechtigt erscheint. Man mag auf dem Standpunkt stehen, und bei der Lektüre der Mono- 
graphie kann dieser Gedanke nicht ausbleiben, daß eine stärkere Verwendung neuerer Begriffs- 
bildungen der Algebra Vereinfachung und damit größere Klarheit in manchen Dingen ermög- 
licht haben würde; es lag indes wohl gerade in der Absicht des Verf., den You ngschen Entwick- 
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ungen möglichst eng zu folgen und sie in ihrer ursprünglichen Gestalt zu erhalten. Die Durch- 
“ührung freilich hat durch den Verf. eine weitgehende Veränderung erfahren, die Darstellungs- 
‚heorie der symmetrischen Gruppe ©, ist völlig in der Vordergrund gerückt, die Beziehungen 
zur Invariantentheorie, die durch manche Anwendungen, etwa in den Tensorsymmetrien, den 
Youngschen Untersuchungen erneute Bedeutung gegeben haben, liegen außerhalb des vom 
‘Verf. gesteckten Rahmens. Der große Reiz der Darstellung liegt in der wirklich schönen Ent- 
wicklung der oft sehr ins einzelne gehenden Ergebnisse der Darstellungstheorie der ©, allein 
aus dem (im Grund kombinatorischen) Gebilde des tableau und der zugehörigen symmetrischen 
und alternierenden Operatoren, in der Ausdeutung der rein kombinatorischen Eigenschaften 
des tableau in ihrer Bedeutung für den Gruppenring o,„ und dessen Zerlegung. Für die Angabe 
des Inhaltes mag das beigefügte Verzeichnis genügen: I. The calculus of permutations, II. The 
calculus of tableaux, III. The semi-normal representation, IV. The orthogonal and natural 
representation, V. Group characters, VI. Substitutional equations. — Erwähnung verdient 
noch die Bibliographie, die Vollständigkeit freilich wohl nur im Youngschen Gedankenkreis 
anstrebt. Ä Specht (Erlangen). 

Kuranishi, Masatake: On euclidean local groups satisfying certain conditions. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 372—380 (1950). 
fl Le but de l’A. est d’etablir qu’un groupe local, euclidien, est de Lie lorsque 
’on peut definir dans un voisinage de l’element neutre e une metrique verifiant 
certaipes conditions. Ces dernieres sont utilisees pour montrer que 1) on peut 
trouver deux voisinages W,, W, de e tels que tout el&ment de W, soit reli6 & e par 
un seul sous-groupe ä 1 parametre contenu dans W,, par suite le centre Z de @ est 
de Lie, 2) @/Z est de Lie. Par ailleurs I’A. prouve un important lemme disant que 
si la fibration d’un groupe local G par un sous-groupe local ferme&, invariant, abelien 
de Lie admet une section locale et si le quotient est de Lie, alors @ est de Lie. Si 
maintenant @ verifie 1) et 2), on construit facilement une section locale de sa fibra- 
tion par son centre, d’ou le theoreme. — Rem. du rapp.: A.M. Gleason a montr& 
‚depuis l’existence d’une section locale pour la fibration d’un groupe local par un 
'sous-groupe local ferme de Lie (invariant ou non) et pour la fibration d’un espace 
'completement regulier fibre principal dont la fibre est un groupe (global) de Lie. 
‚Un cas partieulier [Proc. Amer. math. Soc. 1, 35—43 (1950)], lui avait permis, en 
se servant du dernier lemme precite de l’A., d’obtenir le th&oreme d’extension pour 
les groupes de Lie (Andrew M. Gleason, ce Zbl. 33, 151). Voir aussi & ce sujet 
K.Iwasawa (ce Zbl. 34, 18). A. Borel (Geneve). 

Newton, T. D.: A note on the representations of the De Sitter group. Ann. 
Math., Princeton, II. S. 51, 730—733 (1950). 

This note contains the results of a re-examination of a paper by L.H. Thomas 
[Ann. Math., Princeton, II. S. 42, 113—126 (1941); this Zbl. 24, 300] about the 
same subject. The au. only describes the method which he has followed. He arrives 
at a slightly modified enumeration of possible representations. J. Haantjes. 

Gel’fand, I.M. und M. A. Najmark (Neumark): Unitäre Darstellungen der 
halbeinfachen Lieschen Gruppen. I. Mat. Sbornik, n. 8. 21 (63), 405—434 (1947) 
[Russisch ]. 

Le but de cet article est d’etendre au groupe complexe unimodulaire @—= SL(n, ©) une 
partie des resultats obtenus par les AA. dans le cas n = 2 [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 11, 411—504 (1947)]. Chapitre I: etude de quelques sous-groupes de @G. Ce sont les sous- 
groupes suivants: 1) sous-groupe K, form& des matricees k = (k,,) pour lesquelles k,,; = 0 
pour i>j; sil’on prend comme paramötres complexes sur K les k,, @ <5) etlesk,„(=+1), 
les mesures de Haar invariantes & gauche et & droite de K sont respectivement 

dy',(k) = [Ka]? Ir ee " II dk.,dk;;, du,(k) = [Aa, |" rs ne IT dk,;dkys; 

2) sous-groupe H, forme& des matrices h transposees de celles de K; 3) sous-groupe Z form6 des 
2—= (2,))€H avec z,,; = 1 pour tout ;; il existe sur Z une seule mesure de Haar, & savoir 


du(z) = 2. dz,;d243; 
i>j 
4) sous-groupe Z, forme des transposees des matrices de Z; on note Ö l’element ‚‚generique“ 
de Z; 5) sous-groupe D, forme des matrices diagonales 6 = (Ö,,: : +; ö„); la mesure de Haar 
de D est du (6) = [6,2 - - |ö,|-? „H dö,db,. 
T 


-— 
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Entre les sous-groupes precedents, on a des relations simples, qui sont fondamentales pour 
qui va suivre: a) tout k est de la forme ö - Z (ou encore £ + ö) avec unicite; relation analogue entr 
H,Z et D; b) tout element generique gE€@ est de la forme & -h avec unicite, et aussi de l 
forme k'z ete....; c) tout kEK generique est de la forme k=L!: Ö: [9 avec unicite; 
d) de möme tout g €G a la forme 27! k 2 d’oü, pour g generique, une repr6sentation sous la forme 
g=zr:t71.6:{0:z, ou Öest determine & une permutation pres et ou, ö etant choisi, 2 et 


r 


sont uniques, Bien entendu, tout cela est classique. — Des formules qu’or. vient d’ecrire a theorie F 


des relations entre les diverses mesures de Haar; les unes resultent facilement de la theorie 
generale des espaces homogenes (nous ne les &erirons donc pas); les autres reduisent l’integratio 14 
sur G: 1) & V’integration suivant chaque classe d’elöments conjugues, 2) & l’integration sur D; 
. dans cet ordre d’idees la formule la plus remarquable est la suivante (dont l’analogie avec celles 
que l’on connait dans les groupes „classiques‘“‘ compacts est visible): soient f(g) et p(k) deux 


fonctions continues A support compact sur @ et K respectivement; alors on a Hi 


Ep (k,) BP (k, 
San Ste kn) o@ an = | 1@ ao ende) 
p<q 


Et 


= 
# 
4 


dans cette formule, on designe par am les diverses valeurs propres de g, par k, les k tels que 
g=z!kz, par ß(k) la fonction P(k) = |kgp|* ' |kas]®* *- mn”; cette fonetion- verifie 
B(k) = du,(k)/du,(k); enfin, le & du second membre est etendu aux diverses representations 
de g sous la forme z-1k 2. Pour obtenir maintenant des representations unitaires de @, on remar- 
que que, d’apres les resultats precedents, on peut considerer G comme groupe de transformations | 
dans Z (identifie, & une variete „‚negligeable“ pres, avec l’espace homogene G/K) ou dans H 
(identifie & @/Z); dans les deux cas on note z—2g et h—hg les transformations obtenues, 
Des formules d’integration etablies plus haut resulte que la mesure du, (h) est invariante par 
ces transformations, tandis que la mesure du (z)estseulementrelativementinvariante (ie.esttrans- 
formee par z—zg en une mesure qui lui est seulement &quivalente). — Chapitre II: serie 
principale de representations irreductibles. Soit $7 l’espace de Hilbert forme des fonctions de 
carre sommable sur H pour du,(h); la formule f(h) — f(hg) definit evidemment une represen- 


tation unitaire de @ dans 9, (representation „‚quasi-reguliere“ de G); celle-ci n’est pasirreductible _ 
car on constate qu’elle permute aux operateurs de la forme f(h) — ß!!’(6) f(öh); pour la decom- ‘| 
poser, les AA. effectuent done une transformation de Fourier par rapport au sous-groupe D; | 


x etant un caractere de D, on pose, pour fE 9: : . 


fx(2) = S 162) BY*(8) KO) du (8); 


d’apres la formule de Plancherel sur D, f, appartient pour presque touty äl’espace 9, des fonctions 


de carre sommable sur Z pour du(z), et ’on a la formule (f, g) = [ (fx, 9x) du(y) Idu(y): mesure 1 
de Haar surle dual de D], d’ou une decomposition de $,, en somme continue d’espaces isomorphes |) 
a Dz; & cette decomposition de 9, correspond une decomposition des operateurs Tu 
[O,f(h) = f(hg)] en operateurs Uy;s donnds explicitement par Uyx:s f(z) = ay(zg) f(zg) ou | 
&x(g) = B="!?(g) x(g), les fonctions y et ß &tant prolongees & tout G de facon que l’on ait |) 
x(&:6°2)=x(ö), P(kz) = P(k). On obtient ainsiune serie de representationsunitaires g> Uy:e 
de G dans 9,. L’article se termine alors par la d&monstration du fait que ces dernieres represen- 
rations sont irreductibles; la demonstration procede par recurence, le cas n = 2 etant deja 
connu (et du reste presque trivial) et le groupe SL(n — 1, 0) etant identifie de fagon evidente |! 
& un sous-groupe de SL(n, ©). R.Godement (Nancy). | 
Gel’fand, I.M. und M. A. Najmark (Neumark): Ein Analogon der Planche- 
relschen Formel für die komplexe unimodulare Gruppe. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 63, 609—612 (1948) [Russisch]. . 
; Poursuivant avec une patience admirable leur &tude du groupe complexe | 
unimodulaire, les AA. enoncent (et d&montrent pour n = 3) la formule qui gene- ll 
ralise & SL(n, ©) la formule de Plancherel classique.: Le resultat est le suivant 
(voir les notations dans l’analyse pr&cedente): pour une fonction f(g) continue et 
a Support compact sur @, et pour un caractere x du sous-groupe D, posons 


Kae, = JS te! 2-8: 2”) B-%8) X(0) du(ö) du(d); | 
U,;, etant la representation irr&ductible correspondante de @, K(2',2",x) est le | 
noyau de loperateur U,,yr= U,‘ fg) du(g), lequel, d’apres les resultats 
anterieurs des AA., est du type d’Hilbert-Schmidt. On a alors la formule li 
Io? aut = SIIIK@; 2", DE an) au(e”)dg = Tr (Uy, VE dy 
ou dy est, sur le groupe dual de D, une mesure positive de forme tr&s simple que 
les AA. döterminent du reste explicitement. Quant & la d&emonstration du resultat 
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B3 ‘ ’ 
precedent, elle est du möme ordre que celle pour n — 2, mais &videmment encore 
plus compliquee! R.Godement (Nancy). 
Mackey, George W.: Imprimitivit6 pour les repr6sentations des groupes locale- 
ment compaets. III: Produits de Kronecker et nombres d’entrelacement forts. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 230, 908—909 (1950). 
N [Voir une precedente Note (ce Zbl. 35, 299)]. Etant donndes deux repre- 
sentations unitaires U et V d’un groupe G, on appelle nombre d’entrelacement 
fort J(U, V) de ces deux reprösentations la dimension (< +00) de l’espace des 
Sperateurs 7 tels ue UT=TYV et pour lesquels TT* est du type d’Hilbert- 
Schmidt; ce nombre est aussi le nombre d’entrelacement (ordinaire) des repr6sen- 
bations obtenues en ne conservant dans U et V que les sous-espaces invariants de 
dimension finie. — Soient: G,, @, deux sous-groupes ferm6s de @; L, M des represen- 
tations unitaires de ces sous-groupes; pour &,yE@, N(%%) Je produit tensoriel des 
representations Ss — Lysa-ı et S> Mysy- dusous-groupe 1G,enyT@yde@. 
La representation imprimitive de @ engendree par N(%%) ne depend que de la 
classe bilatere D(z,y) =@, 2 y"!@G,; YA. annonce tout d’abord que si ces classes 
sont en infinite denombrable, le produit tensoriel des repr&sentations imprimitives 
UL et UM est la somme directe des representations imprimitives de @ engendrees _ 
par les N®V) associees aux classes D qui ne sont pas de mesure nulle. Dans la m&me 
hypothese, soit d’” l’ensemble des classes D(x, y) telles que l’espace homogene 
El(aG,x)N(y7T@,y) possede une mesure invariante finie; pour Ded’ on 
definit J(L, M, D) comme on a defini /(L, M, D) dans la Note precedente, et l’A. 
annonce que J(UL, UM) = 3 J(L, M,_D), la sommation &tant &tendue aux Ded” 
‚qui ne sont pas de mesure nulle. On deduit de lä en particulier:: soit UM la represen- 
tation imprimitive de @ engendr&e par une repr&sentation unitaire irr&ductible M 
d’un sous-groupe ferme& @,; si @/@, ne possede pas de mesure invariante finie, alors 
UM ne contient aucune composante discerete de dimension finie. — L’A. annonce 
enfin que les r&sultats pr&cedents s’e&tendent au cas ou l’ensemble des classes G, 2 @, 
n’est pas denombrable, pourvu que la relation d’equivalence determinee sur @ par 
ces classes soit ‚„mesurable‘, et pourvu qu’on remplace les sommes discretes par des 
sommes continues. R.@odement (Nancy). 
Berezanskij, Ju. M.: Über das Zentrum des Gruppenringes einer kompakten 
Gruppe. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 825—828 (1950) [Russisch]. 
Soient @ un groupe compact separable (hypothese evidemment superflue) et @ 
ensemble des classes d’el&ments conjugues de G; on peut munir Q de facon &Evidente 
d’une topologie d’espace compact. Par passage au quotient, la mesure de Haar de @ 
conduit & une mesure m sur (Q. On peut alorsidentifier — toujours de fagon &evidente — 
le centre de l’algebre L! de @ (ie. ’ensemble des fonctions sommables invariantes 
par les automorphismes int6rieurs de @) & l’algebre des fonctions sommables sur Q 
pour m; on obtient ainsi sur @ une structure d’algebre „‚continue‘ au sens de PA. 
et de S. G. Krejn [ce Zbl. 37, 77, 38, 70]. L’A.d&montre que les caracteres de cette 
algebre continue correspondent biunivoquement & ceux du groupe, et montre comment 
on peut deduire de lä le theoreme classique de F. Peter et H. Weyl. N. B. — Ces 
resultats sont connus depuis longtemps, et sont du reste valables pour des groupes 
beaucoup plus generaux que les groupes compacts; cf. K. Yukiyosi [Proc. phys.- 
math. Soc. Japan 24, 98—109 (1942)] pour le cas compact, et R. Godement (ce Zbl. 
29, 6; 29, 105) pour des cas plus generaux. Ajoutons encore, ce que l’A. ne dit pas, 
que le fait pour les caracteres d’un groupe compact (par exemple) de definir des 
homomorphismes du centre de L! &quivaut & l’&quation fonctionnelle bien connue, 
Enfin, il n’est pas sans inter&t de signaler encore que, au moins dans la cas des 
groupes de Lie connexes compacts, tous les r&sultats precedents rentrent dans la 
theorie generale des. „fonetions spheriques“ de Gelfand [Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 70, 5—8 (1950)]: en considerant l’espace quotient de @ x @ par la 
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„diagonale‘“ [points fixes de l’involution (x, y) > (y, x)] on peut en effet consid6rer a | 
comme espace de Riemann symetrique, les fonctions spheriques &tant alors les. | 
fonctions constantes sur les classes d’elements conjugues (cette remarque est due | 
29.12 Koszul): R.Godement (Nancy). | 
Gotö, Morikuni and Hidehiko Yamabe: On continuous isomorphisms of topo- || 
logical groups. Nagoya math. J. 1, 109—111 (1950). ll 
Appelant complet un groupe localement compact, connexe, pour lequel est | 
interieur tout automorphisme appartenant & la composante connexe (pour la topo- |) 
logie de convergence uniforme au sens large—terme non defini) de l’element neutre 
de son groupe d’automorphismes, l’A. etablit le theoreme suivant: toute represen- | 
tation biunivoque, continue, dans un groupe localement compact, d’un groupe 
complet, localement connexe est un homomorphisme sur un sous-groupe. Üe rösultat, A| 
appliqgu& aux (L)-groupes de K.Iwasawa (ce Zbl. 34, 18), est obtenu & partir 
d’un lemme interessant en soi: l’image par une representation biunivoque, continue, 
dans un groupe localement compact, d’un groupe localement compact, connexe, || 
localement connexe est distinguee dans son adherence. Riss (Nancy). 


pe 


Verbände. Ringe. Körper: 


Büchi, J. Richard: Die Boolesche Partialordnung und die Paarung von Ge- | 
fügen. Portugaliae Math. 7, 119-180 (1948). | 
TeilI: Die Menge B der offenen Kugeln x, y,... eines euklidischen Raumes || 
ist partiell geordnet bzgl. C. Definiert man „eo“ durch ze y>Pz (tx VzÜQy), | 
dann gilt (T,) Pz(2ox—zeoy)—yCx. Partialordnungen, die 7’, genügen, heißen |) 
„Boolesch“. Boolesch partiell geordnete Mengen heißen „Gefüge“. Satz: Eine Basis 
eines topologischen Raumesist genau dann ein Gefüge, wenn jedeihrer Mengen offener 
Kern einer abgeschlossenen Menge ist. Über Durchschnitt N und Vereinigung U 
wird eine ‚„Boolesche“ Vereinigung © definiert durch: P2z (zox A ze ys>zexÜy). 
Existiert U x, dann auch U «= UÜ x. Die Boolesche Vereinigung ist stets distri- 
zeM zeM xeM 
butiv:yn UÜ x= U (ya). Ein Gefüge B heißt „vollständig“, wenn für jede 
zeM zeM 


Menge MCB UÜ x existiert. Bist dann ein vollständiger Boolescher Verband mit | 
weM 
dem Komplement x’ = U z. Hauptsatz: Zu jedem Gefüge gibt es genau ein | 
20% ei 

minimales vollständiges Obergefüge. — Teil II: Die 2-stelligen Relationen 0 zwi- 


schen Mengen M, M entsprechen eineindeutig den Abbildungen f des „atomaren“ | 


Gefüges B(M) aller Untermengen von M in B (‚M) und den Abbildungen fvon B(M) | 


in B (M), für die gilt (P): Ze f(x) > xof(?) für alle ze B(M), € B(M). Ist o 

eine Abbildung von M in M, so gilt (E) ff(&) C# und (U) zCff(x). Jedes Paar 
von Abbildungen f, f zwischen Gefügen B, B, das (P) genügt, heißt eine „Paarung“. 
Die Paarungen, die (E) und (U) genügen, heißen „funktionell“. Die funktionellen 
Paarungen übertragen also den Abbildungsbegriff auf nicht-atomare Gefüge. Jede 


Paarung von B, B läßt sich eindeutig fortsetzen zu einer Paarung der minimalen 
vollständigen Obergefüge. Lorenzen (Bonn). 

Dilworth, R. P.: A decomposition theorem for partially ordered sets. Ann. 
Math., Princeton, II. S. 51, 161—166 (1950). 

Die Ordnungsrelation ist symbolisiert durch «> b, gelesen ‚a enthält b‘‘ (was im kon- | 
kreten Sinn nicht zuzutreffen braucht). 2 Elementesind vergleichbar, wenn die Relation zwischen 
ihnen definiert ist, sonst nennt man sie nicht vergleichbar. Eine Teilmenge 8 einer teilweise 
geordneten Menge heißt abhängig, wenn sie mindestens 2 vergleichbare Elemente enthält, andern- 
falls unabhängig. Enthält S lauter paarweise vergleichbare Elemente, so heißt sie Kette. Verf. j 
beweist: I. Wenn je k +1 beliebige Elemente aus P abhängig sind, während eine unabhängige 
Teilmenge 8 aus k Elementen existiert, so ist P Summe von k paarweise fremden Ketten. Für 


Se 
2 5 


k=1 ist dasevident. Ist P endlich, gelingt der Beweis mittels vollständiger Induktion nach &. 
Man fügt zu C=(C,+C,+:::+0C,, einer beliebigen Summe von k paarweise fremden 
Ketten aus P, ein Element a hinzu, welches zu CO’ fremd ist, und zeigt indirekt, daß für mindestens 
einm U+N-— U, weniger als k unabhängige Elemente enthält (U Menge der Elemente in 0, 
welche a enthalten, U, entsprechende Menge in C,„, N Menge der mit @ nicht vergleichbaren 
Elemente) und schließt aus der Induktionsvoraussetzung, daß © -+a Summe von n Ketten ist. 
Ausgehend von der nach Voraussetzung vorhandenen unabhängigen Teilmenge a, + a, +" + a,, 
kann man auf Grund des vorangehenden Resultates P in der behaupteten Weise durch schritt- 
weise Addition je eines Elementes ausschöpfen. Für unendliche Mengen stützt sich Verf. auf 
eine transfinite Argumentation. An Satz I knüpft er Satz II: A und ®B seien 2 aus m bzw. n 
Teilmengen ein und derselben Menge bestehende Aggregate. Wenn h die kleinste Zahl ist, so 
daß für jedes r<m-—h r-+h beliebige Mengen aus X Elemente mit mindestens r Mengen 
aus ® gemein haben, und kdie kleinste Zahl,so daß ein simultanes Repräsentantensystem aus 
n + k Elementen für U und ® besteht, so ist = k (Verallgemeinerung bekannter Sätze). 
Durch die Festsetzungen A,> 4A,; B,> B,; A,> B, genau dann, wenn A,N B, nicht leer 
ist, wird das Aggregat P aus {A,,.. ., An» Bis - -, Bu}, derin Aund ® vereinigten Teilmengen, 
teilweise geordnet, und Satz II mit I verknüpft. Als Anwendung von I wird weiterhin bewiesen: 
D sei ein endlicher distributiver Verband, k(a) die Anzahl der verschiedenen Elemente in D 
welche das Element a enthalten, k = max [k(a)]. Dann ist k die kleinste Zahl, so daß D als 
Unterverband in eine direkte Vereinigung (direct union) von %k Ketten eingebettet werden kann. 
Baebler (Zürich). 

„Ellis, David: An algebraie characterization of lattices among semilattices. 
Portugaliae Math. 8, 103—106 (1949). 

Ein Halbverband Z ist ein System von Elementen mit einer assoziativen, 
kommutativen und idempotenten Verknüpfung a V b. Ist aEL, so sei U(a) die 
Menge aller zeL mit aV x=a. Mit {a, b} wird der Durchschnitt U(a) n U (b) 
bezeichnet. Der Halbverband Z hat die Eigenschaft M, wenn in jeder Menge {a, b} 
ein Element c existiert, für das c=cVy für alle ye{a,b} gilt. Dann und nur 
dann, wenn L die Eigenschaft M hat, läßt sich in Z eine zweite Operation a \ b 
so erklären, daß Z ein Verband wird. Man hatdann c=aA b zu setzen. Köthe. 

Iseki, Kiyoshi: The theorems on one-to-one mapping of lattices by C.E. 
Rickart. J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 127—128 (1949). 

Wie unabhängig vom Verf. bereits R.P. Dilworth und M. Ward (dies. Zbl. 
‚35, 301) bewiesen, sind die Sätze 1 und 3 von C. E. Rickart (dies. Zbl. 32, 250) 
einfache Folgerungen des Satzes, daß jede eineindeutige vereinigungstreue Abbildung 
‚eines Verbandes auf einen anderen auch durchschnittstreu ist. @. Köthe (Mainz). 

| Loonstra, F.: La definition d’un syst&me hypercomplexe. Proc. Akad. Wet., 
"Amsterdam 51, 342 (1948). 

| @ sei ein hyperkomplexes System über einem Ring R. Verf. bemerkt, daß aus 
dem assoziativen Gesetz und der Vertauschbarkeitsforderung 

| (“u)v=ulav)=alu)) (wER; uvEeG) 

bereits die Kommutativität von R folgt. Eine Beschränkung der Vertauschbarkeit 
auf die Basiselemente von @ erweist sich als unbrauchbar, weil diese Forderung 


"nicht invariant gegenüber Basistransformationen ist. Kowalsky (Erlangen). 
Gotö, Morikuni: On algebraic Lie algebras. J. math. Soc. Japan 1,Nr. 1, 29—45 
(1948). 


Eine Liesche Matrizenalgebra % heißt linear algebraisch (l.-alg.), wenn zu jeder 
Matrix A alle Repliken von A wieder zu & gehören. Als Repliken von A sind nach 
Chevalley solche Matrizen definiert, die mit A gewisse Invarianten gemeinsam 
haben. Jede 1.-alg. Liesche Algebra über dem Körper der komplexen Zahlen ist 
die Liesche Algebra einer l-alg. Lieschen Gruppe. Es werden notwendige und hin- 
reichende Kriterien aufgestellt, wann eine Liesche Algebra l-alg. ist. So ist & l-alg. 
dann und nur dann, wenn das Radikal von & l-alg. ist. — Es bedeute ®(n, K) die 
Liesche Algebra aus allen Matrizen vom Grade n über dem Körper K, der hier stets 
‘von der Charakteristik 0 sei. ®(n, K) ist l-alg. und ebenso jeder Durchschnitt von 
jeder Menge l-alg. Algebren. Zu einer beliebigen Lieschen Unteralgebra & von 
&(n, K) gibt es eine kleinste lF-alg. Liesche Algebra {2}, die & enthält, sie heiße die 
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algebraische Hülle von &. Hierüber gilt ein Zerlegungssatz : Zu jedem beliebigen 
L<Gm,K) it HELL LAN) = 0, wo Y eine abelsche Liesche Algebra 
ist. Jedes Ideal von 2 ist auch Ideal in {2}. Ist N das Radikal von &, dann ist auch 
{9} das Radikal von {2}. In % und N stimmen die durch h-fache (h = 2,3, ....) 
Klammerbildung erzeugten Ideale überein. Die Ergebnisse werden verallgemeinert 
auf Liesche Algebren, die keine Matrizenalgebren zu sein brauchen. Eine Liesche 
Algebra heißt algebraisch, wenn ihre ‚inneren‘ Ableitungen eine l-alg. Liesche 
Algebra bilden. Der Hauptsatz der Arbeit besagt dann, daß jede algebraische 
Liesche Algebra eine treue l-alg. Darstellung besitzt und umgekehrt. Eine alge- 
braische Liesche Matrizenalgebra braucht jedoch nicht notwendig l-alg. zu sein. 
"Ein Kriterium gibt der Satz: Ist & eine Unteralgebra von ®(n, K), so ist 2 dann 
und nur dann algebraisch, wenn es ein Ideal A gibt mit [Y=-L+4, LAWV=0. 

Wever (Mainz). 

Matsushima, Yozö: ®n algebraie Lie groups and algebras. J. math. Soc. 
Japan 1, Nr.1, 46—57 (1948). 

Einige der in der vorstehend referierten Arbeit hergeleiteten notwendigen und 
hinreichenden Kriterien, wann eine Liesche Algebra 1.-alg. ist, werden mit anderen 
Hilfsmitteln bewiesen, andere hinzugefügt. Ferner gilt: Es sei & ein 1.-alg. Liesche | 
Unteralgebra von &(n, K) und R ihr Radikal. Es sei L=-S+NR (ErRH=0 
und © eine halbeinfache Unteralgebra von 2. Dann gibt es eine abelsche Unter- 
algebra A von R, die nur aus Matrizen mit einfachen Elementarteilern besteht, mit 
[S,%] = 0. Ferner läßt sich R zerlegen: R=-A+N AUNrN=0, wo % das 
durch alle nilpotenten Matrizen aus NR erzeugte Ideal ist. — Das Hauptgewicht 
der Arbeit liegt auf der Verbindung zu den Lieschen Gruppen. Eine Liesche Gruppe 
& wird algebraisch genannt, wenn Parameter so ausgewählt werden können, daß 
die Gruppenmultiplikation durch algebraische Funktionen in diesen Parametern 
definiert werden kann. Die Liesche Gruppe ® jeder algebraischen Lieschen Algebra 2 
über dem Körper der komplexen Zahlen ist dann algebraisch. Wever (Mainz). 

Srinivasa Rao, K. N. and C. K. Venkatanarasimhiah: The resolution of the 
Clifford algebra (Dirae algebra) with any number of symbols as the direet sum of 
minimal left ideals. Proc. Indian Acad. Sci. A 32, 46—51 (1950). 

C'„ sei die durch e,, &,... ., e„ über einem komplexen Körper mit von 2 ver- 
schiedener Charakteristik erzeugte Cliffordsche Algebra der Ordnung 2% mit dem 
Vertauschungsgesetz e,e, + e,e,— 2Öö,, (Kroneckersches Symbol). Nach Witt 
[J. reine angew. Math. 176, 31—44 (1936); dies. Zbl. 15, 57] istein C,, das direkte 
Produkt von n Algebren O,, deren zwei Basiselemente gewisse Produkte der e, sind. 
Hieraus leitet Verf. eine Zerlegung von C,, in eine direkte Summe von minimalen 
orthogonalen Linksidealen her. Da ein O,,,, direkte Summe zweier mit einem (,, 
isomorphen einfachen Algebren ist, gilt dies für jedes C,,. Durch geeignete Wahl 
der Basen der Ideale läßt sich die von Weyl und Brauer [Amer. J. Math. 5%, 
425—449 (1935); dies. Zbl. 11, 244 Jangegebene Darstellung der O,, durch Produkte 
von Paulischen Matrizen gewinnen. Trost (Zürich). 

Zukov, A. 1: Nichtassoziative freie Zerlegungen von Algebren mit einer end- 
lichen Anzahl Erzeugender. Mat. Sbornik, n. 8. 26 (68), 471-478 (1950) [Russisch]. 

Für den Begriff einer freien Algebra vgl. Kurosch, Nichtassoziative freie 
Algebren und freie Produkte von Algebren, Mat. Sbornik, n. S. 20 (62), 239—262 
(1947). Es wird bewiesen: Ist eine freie Algebra S mit endlichvielen Erzeugenden 
homomorph auf eine Algebra @ abgebildet, die in das freie Produkt der Teilalgebren 
A,,.. ., A, zerfällt, so kann man in S ein solches System freier Erzeugender wählen, 
daß jede dieser Erzeugenden in einen der Faktoren A, abgebildet wird. Daraus 
folgt: 1. Jede Algebra mit endlichvielen Erzeugenden läßt sich zerlegen in das freie 
Produkt einer endlichen Anzahl unzerlegbarer Algebren. 2. Die freie Zerlegung 
einer Algebra mit n Erzeugenden enthält nicht mehr als n freie Faktoren. 3. Die 
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. kleinste Anzahl Erzeugender einer Algebra mit endlichvielen Erzeugenden ist gleich 
‘| der Summe der entsprechenden Anzahlen für die Faktoren irgendeiner freien Zer- 
legung. 4. Eine freie Algebra mit n freien Erzeugenden besitzt kein System von (nicht 
notwendig freien) Erzeugenden mit weniger als n Elementen. 5. Jedes System 
 erzeugender Elemente einer freien Algebra mit n freien Erzeugenden, welches aus 
 n Elementen besteht, ist ein System freier Erzeugender. 6. Eine freie Algebra mit 
_ einer endlichen Anzahl Erzeugender kann nicht isomorph auf eine echte Faktor- 
 algebra abgebildet werden. R. Kochendörffer (Rostock). 
f Kawada, Yukiyosi: On the cohomology theory of rings. J. math. Soc. Japan 
1, Nr.1, 22—28 (1948). 
'|# Reprenant les definitions donnees par G. Hochschild [Ann. Math., Princeton, 
II. S. 46, 58—67 (1945) et 47, 568—579 (1946)], dans le cas des algebres associatives, 
JA. introduit les groupes de cohomologie H,(R, m) d’un anneau R relativement & 
un R-R-module m et etudie les relations entre ces groupes et certains problemes 
d’extension. En particulier, H,(R, m) = 0 pour tout m est ne6cessaire et suffisant 
pour que toute extension d’un R-R-module par un autre soit triviale, H,(R, m) = 0 
pour,tout m est necessaire et suffisant pour que le probleme suivant admette tou- 
Jour® une solution: etant donnes A, M, m, ntels que Alm R, M/n = m, trouver 
BDM telque B/MZR, Bfn>A,. L’A. se sert surtout d’un homomor- 
phisme de H,(R,m) dans H,,,(R,n), defini pour des R-R-modules m et n quel- 
conques, qui generalise une construction de Hochschild; il en deduit egalement 
comme ce dernier un th&oreme de reduction: H,(R, m) est isomorphe & H,,,(R, n) 
si m est l’ensemble des applications lineaires de R dans n, muni d’une certaine 
structure de R-R-module. A. Borel (Geneve). 
Golovina, L. L.: Kommutative radikale Ringe. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 14, 449—472 (1950) [Russisch ]. 
Für die benutzten Begriffe vgl.z. B.die Arbeit von Andrunakievie über 
halbradikale Ringe (dies. Zbl. 29, 248). Alle betrachteten Ringe sind kommutativ. 


' Die Relation aob=c wird geschrieben a => Für diese Quotientenbildung 
} gelten folgende Regeln 


| — = dann und nur dann, wenn aod=boec, 
| a ce _ _awod+tcob—bod a c aod—cob+bod EL RR 
> bod REN N an 0 ENT 


) Von den erhaltenen Resultaten seien einige typische genannt: R sei ein Ring, Q ein 
| Teilring von R. x€ R heißt ganz bezüglich Q, wenn es einer Gleichung der Form 


| ea Fern, chemie th, gel 
| 


genügt, wo a,€@, und die k, ganze rationale Zahlen sind. Sind alle k, = 0, so heißt 
& vollständig ganz. Die ganzen bzw. vollständig ganzen Elemente aus R bilden 
einen Ring $. Jedes bezüglich $ (vollständig) ganze Element von R ist schon be- 
a 
b 
bezüglich @ heißt rational bezüglich @. Ist 7’ der Teilring aller bezüglich Q rationalen 
Elemente von AR, so ist jedes bezüglich 7 rationale Element von R schon bezüglich & 
rational. Jedes Element von R, welches bezüglich eines radikalen Teilringes & 
vollständig ganz ist, erzeugt über @ einen radikalen Ring. Ist @ ein radikaler Tei- 
ring von R und x ein bezüglich Q ganzes Element aus R, welches über @ einen radi- 
'kalen Ring erzeugt, so ist & bezüglich @ vollständig ganz. Für radikale Ringe ohne 
“ Nullteiler wird ein Analogon zur algebraisch abgeschlossenen Erweiterung betrachtet. 
* Den Schluß der Arbeit bilden einige spezielle Sätze über die Quotientenkörper 
radikaler Ringe. R. Kochendörffer (Rostock). 


2 züglich @ (vollständig) ganz. Ein Element der Form — mit ganzen Elementen a, b 
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Nakayama, Tadasi: Galois theory for general rings with minimum condition 
J. math. Soc. Japan 1, Nr. 3, 203—216 (1949). 

Die von N. Jacobson entwickelte Galoissche Theorie für Schiefkörper [Ann. Math., 
Princeton, II. S.41, 1—7 (1940); dies. Zbl. 22,304] wurde von G. Azumaya auf den Fall spezieller 
Ringe ausgedehnt [J. math. Soc. Japan 1, Nr. 2, 130—146 (1949)]. In der vorliegenden Arbeit 


gibt Verf. eine wesentliche Verallgemeinerung an. Für Ringe mit Finselement und Minimal- | 


bedingung wird im Falle zweiseitiger Unzerlegbarkeit eine Galoissche Zuordnung zwischen ge- 
wissen Unterringen und den Untergruppen der zugehörigen Automorphismengruppe hergestellt. 
Anschließend werden verschiedene Sätze über die Existenz einer Normalbasis hergeleitet, die 
den früheren Ergebnissen des Verf. in gewissem Umfang entsprechen (dies. Zbl. 87, 22). — 
Gegeben sei ein Ring R mit Einselement, der die Minimalbedingung erfüllt. Im $ 1 wird zunächst 


definiert, wann eine endliche Gruppe & von Automorphismen von R eine Galoisgruppe von R 
heißen soll. Ist m ein zweiseitiger R-Modul und o ein Automorphismus von R, so wird ein neuer | 


zweiseitiger R-Modul (m, oc) durch folgende Festsetzung definiert: (m,c) stimmt mit m als 
Rechtsmodul überein. Linksmultiplikation von Elementen vuE m mit Elementen «€ R wird 
in (m, 0) definiert als axu=a°e u. Eine endliche Gruppe & = {1,0,...,r} von Automor- 


phismen von R heißt dann eine Galoisgruppe von R, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: | 


Je zwei Moduln (R,o), (R,t) mit o #r besitzen keine isomorphen Unter-Restklassen-Moduln 


+0. Das Kreuzprodukt von R und & wird definiert als (R,6)=wR® uw R®:' Bu &R | 


mit regulären Elementen us dergestalt, daß 
(de (2) Los = Us x (SER), (3) Us Ur =Uor dor (dor ER). 


Für solche Kreuzprodukte werden verschiedene Hilfssätze hergeleitet. Ist insbesondere 
{aor} = {1}, so kann R selbst als (R, &)-Rechtsmodul aufgefaßt werden, wenn man festsetzt: | 
x(usa) = za (x € R). Dieser (R, &)-Rechtsmodul wird mit R bezeichnet. Es gilt dannfolgender | 
wesentlicher Satz: Ist & Galoisgruppe von R, oder erzeugt ® eine solche in R/N (N = Radikal | 
von R), so ist die direkte Summe von g= (&:1) Exemplaren von R isomorph zu (R, &) als | 


(R, &)-Rechtsmodul. Ein R-Rechtsmodul m heißt regulär, wenn die direkte Summe von m 
Exemplaren als R-Rechtsmodul isomorph ist zur direkten Summe von n Exemplaren von R. 


— n/m heißt dann der Rang von m. Der vorangehende Satz besagt demnach, daß R R-regulär | 
vom Rang 1/g ist. Ist m R-regulär vom Rang k, so ist m auch .R*-regulär vom Rang k1, wenn | 


R* den R-Endomorphismenring von m bedeutet. Der R*-Endomorphismenring von m ist R. 


Ist T ein Unterring von R, ist ferner m R-regulär vom Rang k und T-regulär vom Rang 1, so ist | 


jeder andere R-reguläre Modul ebenfalls T-regulär, und sein T-Rang ist das 1k1.fache seines 


R-Ranges. — $ 2 befaßt sich mit der Galoisschen Theorie des Ringes R. & seieine Galoisgruppe 
von R mit der Ordnung g, und & sei das Invarianzsystem von & in R. Verf. zeigt dann, daß R | 


eine S-Rechtsbasis der Länge g besitzt. Ja es gilt sogar, daß R eine normale S-Rechts- (bzw. 


Links)-Basis besitzt. Ist R zweiseitig direkt-unzerlegbar, so besteht & aus allen Automorphismen | 
von R, die S elementweise fest lassen. In diesem Fall besteht die übliche eineindeutige Galois- |' 


sche Zuordnung zwischen allen Untergruppen 9 von ®& und allen Zwischenringen 7 zwischen 


R und S mit der Eigenschaft, daß R T-rechts (bzw. links)-regulär ist. — In $ 3 schließlich unter- | 
sucht Verf., wann R auch über einem von S verschiedenen Unterring eine Normalbasis besitzt. | 
& (Ordnung g) sei wieder Galoisgruppe von R bzw. erzeuge eine solche in R/N. U seiein Unter- | 


ring von R, der von ® als ganzes festgelassen wird; außerdem sei 2 U-rechtsregulär (wobei 
jetzt auch unendlicher Rang zugelassen wird) vom Rang f. Es gelten folgende Ergebnisse: 
(1) f> g. Dann gibt es ein £EE R derart, daß £,£&e,...,&r rechtsunabhängig über U sind. 
(2)f<g. Dann gibt esein EER, so daß &,&o,...,Er ein U-Rechts-Erzeugendensystem von 
R bilden. Allgemein gilt: #)f=gq + r (qganz, rrationalund 0<r<g). Rist dann direkte 
Summe von q+1 (U, ®)-Untermoduln. g dieser Untermoduln sind (U, ®)-isomorph zu 


(U, 6); d.h.sie besitzen eine normale U-Rechtsbasis. Der noch übrigbleibende Untermodul 


ist (U, ©)-homomorph zu (U, &). Dieser Satz entspricht den Ergebnissen der oben zitierten 
früheren Arbeit des Verf. Die Voraussetzungen sind hier jedoch anderer Art und decken sich nur 
zum Teil mit den früheren Voraussetzungen. Im zweiten Teil des dritten Paragraphen untersucht 
Verf. daher, in welchen Fällen sich die beiden Resultate zur Übereinstimmung bringen lassen. 


Kowalsky (Erlangen). 


Pickert, Günter: Eine Normalform für endliche rein-inseparable Körpererweite- 


rungen. Math. Z., Berlin 53, 133—135 (1950). 


Unter Benutzung einer Methode von J. Dieudonn& [Summa Brasil. Math. 2, 
1—-20 (1947)] gibt Verf. einen kurzen und eleganten Beweis seines Satzes über die 
Normalform für endliche rein-inseparable Körpererweiterungen (dies. Zbl. 34, 310). 

L. Fuchs (Budapest). 


Cassels, J. W.S. and 6. E. Wall: The normal basis theorem. J. London 
math. Soc. 25, 259264 (1950). 
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-Es handelt sich um den Satz, daß für jede endlich-algebraische normale Er- 


_ weiterung © eines beliebigen Körpers % eine Normalbasis existiert. Verf. gibt eine 


1 
u 
1) 


neue Wendung des Beweises, die anders als der bekannte Beweis von Deuring 
[Math. Ann. 107, 140 (1933); dies. Zbl. 5, 6] das Heranziehen der Darstellungstheorie 


\ vermeidet. Dafür müssen dann die beiden Fälle unterschieden werden, daß & 
unendlich oder endlich ist. Im Falle, daß % unendlich ist, folgen Verff. dem Gedan- 


' kengang von Artin (dies. Zbl. 32, 260) mit einer Vereinfachung im Beweis des 
_ zugrunde gelegten Hilfssatzes, nach dem zu einem Polynom f(x,,...,,) #0 über 


einer Erweiterung & von € ein Element ß aus € existiert, für dessen Konjugierte 


Bis» : » P„ bezüglich $ der Wert f(ß,,...,ß,) #0 ausfällt. Im Falle, daß % endlich, 


also &/% zyklisch ist, wird der Beweis durch eine ähnliche Schlußweise auf den fol- 


genden, ganz einfach zu beweisenden Hilfssatz zurückgeführt: Für n linear-unab- 


hängige Linearformen in n Unbestimmten über einer Erweiterung & von $ können 


‘ die Unbestimmten in % so spezialisiert werden, daß alle Werte von Null verschieden 
\ ausfallen. Hasse (Hamburg). 


Zahlentheorie: 


Palamä, Giuseppe: Una grande impresa: continuazione della tavola dei numeri 
primi di Lehmer a mezzo delle tavole del Kulik, del Poletti e del Porter. Boll. Un. 


mat. Ital., III. S. 5, 343-360 (1950). 


Ir 


} 
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e Gloden, A.: Table des bicarres N* pour 3000 < N < 5000. 2° &d. Luxem- 
bourg: chez l’auteur 1950. 50 frs belges. 

Thebault, Vietor: Question d’arithmötique. Mathesis 59, 300—303 (1950). 

Gel’fond, A. 0.: Zahlentheorie. Matematika v SSSR 1917—1947, 53—65 

(1948) [Russisch ]. 
Bibliographie (Zahlentheorie). Matematika v SSSR 1917—1947, 66—81 
(1948) [Russisch]. 

During the last quarter of a century Russian mathematicians made a number 
of important contributions to the theory of numbers; it suffices to mention the 
work of Shnirelman and Vinogradov in additive theory of numbers, and that 
of Gelfond on transcendental numbers. In this very useful paper, the au. gives 
a bibliography (16 pages) of this Russian work, preceded by short descriptions of 
the most outstanding papers. K. Mahler (Manchester). 

Wachs, Sylvain: Sur une propriete arithmötique des nombres de Cauchy. Bull. 
Sci. math., II. S. 715, 219—232 (1947). 

Cauchys Zahlen sind die rationalen Werte 

1 
I=1,1,=(nlytf x(@—1)- -(&—n + 1)de; 
0 \ 
sie sind Beiwerte der Entwicklung der Funktion Z/log (1 + Z) in eine Potenzreihe 
nahe Z=0. Lienard [Intermed. Rech. math. (1946)] hat sie für O0 sn s21l 
berechnet und in diesem Bereich ® festgestellt, daß ihre Zähler durch n — 2 teilbar 


sind, wenn n eine ungerade Primzahl ist. Verf. zeigt hier, daß dies allgemein, also 


beliebig über ® hinaus gilt. Zum Beweise verzeichnet er einige Eigenschaften der 
Vorzahlen 82 der ‚Fakultät‘ 
—1 
Deere brenner cp Sar-r, 
p=0 
die die Summen der Produkte der ersten n — 1 natürlichen Zahlen zu je p bedeuten. 
Durch sie drücken sich Cauchys Zahlen in der Form 
Bl 


tal): 2, Denn Fl) 
v- 
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aus. Sie hängen durch die Wilsonschen Quotienten Qa, in bezug auf Primzahlen 
29 + 1 mit den Bernoullischen Zahlen B, (k = 0,1,...) zusammen; infolgedessen 
läßt sich die Behauptung auf die Gestalt bringen ; 


(n—2)/2 _ 1)» 5 
(-1?2B, H Qua — = 0 Imod. (n — 2)]. 


* 3 
” +) 2 zmrI-Da-2 
Um sie zu beweisen, bedient sich Verf. verschiedener klassischer Eigenschaften der 


»=2 


1 
Bernoullischen Polynome B,(x) und der Integrale H} AB, (2)de (A =1,2,), die 
ö 


er ermittelt. — Zum Schlusse gibt er noch folgende bemerkenswerte Gestalt der 

Kongruenz (*) an: 
Se er 

epp—1)(2P —3) 


= 8 [mod. (n— 2)]. 


n—2 


L. Koschmieder (Tucumän). 
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p=2 


| 
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Storchi, E.: Congruenze che caratterizzano i numeri primi. Periodico Mat., 
IV.S. 27, 117—121 (1949). 
Verf. hatte vor Jahren [a. a. O. 22, 32—36 (1942); dies. Zbl. 26, 201] die un- 
geraden Primzahlen p durch die Kongruenzen gekennzeichnet 
[1!2!3!--- (9 — 1)? = (— 1)P+DI2 (mod. pP). 

Hier zeigt er, daß dieselbe Eigenschaft auch den folgenden Kongruenzen zukommt: 
1!3!51.--- pp 2)? =1; [2!4!6!--- (p—1)!= (— 1)P+DI2 (mod. pP). 
1!3!51---(p—2)!=l[mod.(p=4k+1)]; 

113151. --(P—2)!= (— 1)? [mod. (p = 4k+53)], 
wo A die Zahl der unter p/2 verbleibenden quadratischen Nichtreste (mod. p); 
2!416!.--(p—1)!= (— 1) +! (mod. (p = Ak + 3)] 
— und noch fünf weitere, die aus den vorstehenden leicht herzuleiten sind. — Der 
zweite Abschnitt der Mitteilung befaßt sich mit den Summen S% der Malwerte von 
je k Mitgliedern der Reihe der ersten n natürlichen Zahlen. Sie erfüllen bei beson- 
deren Werten von k und n die Kongruenzen von Lagrange, Wilson, Wolsten- 
holme und N. Nielsen. Ihnen fügt Verf. eine neue hinzu, 


Se = 1 (med p, 1 emp 
er beweist, daß sie für k=p—3 die ungeraden Primzahlen kennzeichnet. 
L. Koschmieder (Tucumän). 


Brigham, Nelson A.: On a certain weighted partition funetion. Proc. Amer. | 


math. Soc. 1, 192—204 (1950). 
Verf. betrachtet von dem in einer früheren Arbeit behandelten Problem (vgl. 


dies. Zbl. 37, 169) den Spezialfall, wo y(n) die Funktion A(r) aus der Primzahl- 


theorie ist. Durch Anwendung der Mellinschen Formel erhält man 
3/2 + ioo 


1 er 

log ge) = — 5; h | Te)s?e@+DE@))El) de. 
2 — ioo ; 

Durch Verschiebung des Integrationsweges folgt eine Abschätzung 


g9(s) = K, sl0g2 exp (7, + Z(s) + os); 


falls s > 0 in einem Winkelraum jarg sl s6 <3$ x. Hier ist Z(s) = o(|s|!) und | 


R=-ep- 144 ®+3o?, Z)=— FL(l+0 7) st, 
wo die Summationen sich über sämtliche komplexe Nullstellen o der Riemannschen 
Zetafunktion erstrecken. Durch Anwendung eines Tauberschen Satzes von Ingham 
[Ann. Math., Princeton, II. S. 42, 1075—1090 (1941)] resultiert eine asymptotische 


Formel Z an) = K, +82” exp [o1 (47? + 0Z(o) — 02 Z' (0))] 
nsk 


BI 


i 
| 


| 
| 
| 
| 


wo K,= (3/2n)t K,lm und o die positive Wurzel von o2(4 72 —-0?Z'(0)) = k 
‚ist. Zum Beweise, daß der erwähnte Inghamsche Satz auf den vorliegenden Fall 
‚angewandt werden kann, ist die Annahme der Riemannschen Vermutung notwendig. 
} H. D. Kloosterman (Leiden). 

4 MardZanisvili, K. V.: Über ein System von Gleichungen in Primzahlen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 70, 381—383 (1950) [Russisch]. 

' Es seien n, <n, <'"<n,=n positive ganze Zahlen; es wird gefragt, 
‚unter welchen Bedingungen das ‚Waring-Goldbachsche“ diophantische Gleichungs- 
system 


8 
(1) PR = N. k=12,....,9, 


wo N, <N,;, <:''<N, positive ganze Zahlen bedeuten, in Primzahlen p,,P3,...,?, 
lösbar ist. Der spezielle Fall n,=g (d.h.n,=k für k=1,2,...,9) wurde schon 
in früheren Arbeiten des Verf. behandelt und gelöst, für den Fall, daß s die Größen- 
ordnung n?log n hat [siehe Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 4, 193 (1940) 
und Soobscenija Akad. Nauk Gruz. SSR 8, 597 (1947)]. In der vorliegenden Mit- 
teilung wird (ohne Beweis) angekündigt, daß, falls gewisse Bedingungen arithmeti- 
| scher Natur erfüllt sind und s die Größenordnung nglogn hat, das System (1) 
in Primzahlen lösbar und die Anzahl der Lösungen von unten abschätzbar ist. 
A. Renyi (Budapest). 

Kubiljus, I.: Über die Anwendung der Methode I. M. Vinogradovs auf die Lösung 
‚ eines Problems der metrischen Zahlentheorie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
67, 783—786 (1949) [Russisch ]. 

Folgender Satz wird bewiesen: Für jedes e>0 und für fast alle reellen x hat 
die Ungleichung |x, + 23x + x302| <C/X?+®, wo X = max(|«, |, |,|, |x3!) gesetzt 
ist und (© eine beliebige positive Konstante bedeutet, nur endlich viele Lösungen 
in ganzen Zahlen x,, x, %,. Dieser Satz bestätigt in einem speziellen Fall eine Ver- 
mutung von K. Mahler [Math. Ann., Berlin 106, 131 (1932)]. Der Beweis stützt 

sich auf die Methode von I. M. Vinogradov [Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. 

Steklov 23 (1947)] und auf einen Satz von A. Ja. Khintchine [Rend. Circ. mat. 

Palermo 50, 170 (1926)]. Grundlegend ist das folgende Lemma: Es sei p(n) eine 

monoton abnehmende Funktion, welche für ganze Zahlen n >n, definiert ist; es 

bedeute r(n) die Anzahl der Teiler von n. Wenn die Reihe S (n) t(n) n\/2 log3/2 n 
N 


ENG 
konvergiert, so hat das System |x— pı/qa| <p(q), |a®—ps/g| <Y(g) für fast alle 
reelle x nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen p,, ?, und q. 

A. Renyi (Budapest). 

Chalk, J. H. H.: On the positive values of linear forms. I, II. Quart. J. Math. 
(Oxford Ser.) 18, 215—227 (1947), 19, 67—80 (1948). 

B. Segre und K. Mahler [Duke Math. J. 12, 337— 365 bzw. 367—371 (1945)] 
haben bewiesen, daß für homogene lineare Formen zweier Veränderlichen L,, L, 
von der Determinante A die Ungleichungen L,>0, L,>0, L,L, <|A| durch 
ganzzahlige Werte der Veränderlichen erfüllbar sind; H. Davenport und H. Heil- 
bronn (dies. Zbl. 31, 155) haben bewiesen, daß derselbe Satz auch für inhomogene 
Formen L,, L, gilt. Verf. verallgemeinert diese Ergebnisse, indem er beweist, daß 
für (homogene oder inhomogene) lineare Formen von n Veränderlichen Z,, L,, . . ., L, 
von der Determinante A die Ungleichungen L, >0,..,1,>0,1,1,::1,<s|4A| 
durch ganzzahlige Werte der Veränderlichen erfüllbar sind. Wie beim Minkowski- 
schen Satz über homogene lineare Formen, erhebt sich auch.hier die Frage, für welche 

" Formensysteme der Satz ohne Zulassung des Gleichheitszeichens falsch ist. Dieses 
“Problem wird durch Verf. in den Fällen n = 2,3,4 im homogenen Fall gelöst, 
‚wobei eine starke Auswahl der beim erwähnten Minkowskischen Problem zuge- 
‚lassenen Formensysteme sich ergibt; für allgemeines n wird die Rationalität der 
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Koeffizienten der fraglichen linearen Formen "bewiesen. — In der zweiten Arbeit 
wird für (homogene und inhomogene) lineare Formen die Anzahl der Lösungen 
des Systems von Ungleichungen Z, >0 i=1,...,n), L,L, I, = |A| unter- | 
sucht und bewiesen, daß sie im allgemeinen unendlich ist. Diese Anzahl ist endlich, | 
wenn jedes der n Gleichungssysteme L='''= Essbuar web 
@=1,...,n) durch ganzzahlige Werte lösbar ist. Istdagegen Z, = 1,= = IR— | 
nicht ganzzahlig lösbar, so ist das System der Ungleichungen Z, >0(=1,...,n),| 
L,L;:-:L,>4, L,L,:::L,<|A| durch ganzzahlige Werte lösbar, wobei / eine 
beliebige positive Zahl ist. G. Hajos (Budapest). 

Godwin, H. J.: On the product of five homogeneous linear forms. J. London fi} 
math. Soc. 25, 331—339 (1950). 4 

Let L,@=1,2,...,5) be five real linear forms in five variables of unit deter- 
minant. The au. shows that there are integral values of these variables not all 
zero for which |L),Z,L,L,L,| <1/57.02, a substantial improvement of the pre- f 
viously best result due to L. J. Mordell [J. London math. Soc. 16, 4—12 (1941); 
this Zbl. 28, 348]. The method of the proof is similar to that used by H. Davenport 
for the product of three linear forms [J. London math. Soc. 16, 98—101 (1941); 
this Zbl. 28, 348]. K. Mahler (Manchester). 

Slater, N.B.: The distribution of the integers N for which ($N}<&. Proc. 
Cambridge phil. Soc. 46, 525—534 (1950). 

This paper is concerned with the distribution of integers N in the range 
0<N <M, which satisfy the condition {0 N} <®, where {9 N} denotes the 
fractional part of ON, 6 is rational or irrational, and 0 <0,® <1. Theorems are 
given on the gaps between the successive N and on the frequency of the various 
types of gaps. The gaps are found to be at most of three lengths, of the types a, b 
and b—a, and the numbers of gaps of each type are evaluated, asymptotically 
for long ranges of N and precisely for certain finite ranges. The results are obtained /f 


24+24.:, which is finite 
2 
if 0 is rational and infinite if 6 is irrational. ; E. Frank (Chicago, 1l.). 


Koksma, J. F.: Some theorems on diophantine inequalities. Actual. Math. 
Centrum, Amsterdam, Scriptum 5, 51 8. (1950). 
This tract is concerned with the generalisation to n dimensions and the quan- 
titative formulation of Weyl’s theorem that the sequence ofreal numbers &,,&,... 


by use of the continued fraction expansion 0 = 


i A N N | 
is uniformly distributed mod 1 if and only if N exp (2rih&,) =o(N) for all’ 
n=1 | 


integrss A#+0. E 0<y<si lt asx<a+y (modi) mean that 
% Se —y<a-+y for some integer y. We consider points (f,(x),...,f„(x)) in | 
n-dimensional space where 1<x< N. For any numbers «,, y, with 0 <y,<1i 
e=1,...,n) let N* be the number of & for which a, <f,(x) <a, + y, (mod 1). 

Suppose that (1), >21 »=|],...,n) are arbitrary, | 


(2) M, = A, log {e Min (n, ,)}, 
75 ; 78 20 30 
3 »—)v SS „=M TG Ft DR 
( ) Po y UuRE Pn in {y Sr A? ii Y» ne Hi 
for v= I, 0%, h =+ 0 and 
N 
(4) Nez ar ap rlhhr ) II pn,» 


where the outer sum is over |h,| SM,; (h,hy...,h,) =#(0,0,..., 0). Then the 
principal theorem states that 


mg) <|M(» +7) rn 4 NT. 


ia: 
|, In the particular case n = 1 this has the corollary that 


‚29 


150 N M 


| where M>1 is an arbitrary integer, and 


| 


en Br 150 150 30 
= | ptirihfa]|, m = Min(y+g, I-y+p, 7) 
This makes more precise a result of Erdös and Turän (this Zbl. 31, 254; 
32, 16). The method of the present paper is a generalisation. A further corollary 
is the following (in a different notation from the author’s). For k=1,2,..., let 
Eaton) BL 2r...N, be a set of N, points in »-dimen- 
'sional space. Let N? be the number of those for which &, < Ir») <. + 
(mod 1) vw =]1,...,n). Suppose that for every c>0 we have 
Nk { 
a = exp (2ri(h, Fri Se FE + hu fen)} = o(N,) 
‚as k—> oo, where the outer sum is over all sets (k) with 7, |h,| Sc nlog (2n), 


(h,; “" 2R,), 402..,0)2 Then’ NEN, I y»—>1las k > oo. — [Note. The author 
v=1 


considers his variables x not as integers of the set 1,2,...,N but as points with 
integer coefficients in certain parallelepipeds in m-dimensional spaces: but this 
additional generality is illusory.] Cassels (Cambridge). 


Chabauty, Claude: Sur la r&partitions modulo un de certaines suites p-adiques. 
C.r. Acad. Sci., Paris 231, 465—466 (1959). 
The author enunciates and outlines the proofs of the analogues for p-adie num- 
bers of some theorems on distribution modulo 1 [Pisot, Ann. Scuola norm. sup. 
‚ Pisa, II. S. 7, 205—248 (1938); this Zbl. 19, 155. Salem, Duke Math. J. 11, 103—108 
(1944)]. Cassels (Cambridge). 
Rogers, €. A.: A note on coverings and packings. J. London math. Soc. 25, 
327—331 (1950). 
Let F(X) be the distance function of a bounded symmetric convex body in 
R, of Volume V, and let A be any lattice of unit determinant. Write 


M=sup inf F(Y—X) m=infsupinf F(ZZ—X) 
A ZERZErA. 


AR, a 
x 
and ö= (1M)" V, = m" V. Let more generally 8 be any discrete set, N,($) 
the number of its points satisfying max (|x,|,. . -, |%,|) St, and let 


P (8) = lim sup (21)* N,($), 0($) = lim inf (21)=” N, (8) 
t>o0 t +00 


| be the upper and lower densities of S in R,. Put 


M*=sup inf F(Y—X), m* =infsup inf F(ZZ—X) 
S X,YeS$ EDEN 


| where $S and T run over all diserete sets for which o($S)=1 and P(T)=1, 
| respectively, and 6*= (4 M*ı V, 9*—=(m*rV. It is easily seen that 
6 <6* <1 <9* <d. ByE.Hlawka [Math. Z., Berlin 49, 285—312 (1944) and 


this Zbl. 35, 28], 6 > 21" £(n), d <n®ö<n". In the present paper, the in- 
equalities 
VE ee 
are proved. K. Mahler (Manchester). 
Fel’dman, N. I.: Approximation einiger transzendenter Zahlen. Doklady Akad. 


“Nauk SSSR. n.S. 66, 565567 (1949) [Russisch]. 


“die mit Werten elliptischer Funktionen zusammenhängen, Abschätzungen für das 


Es werden für Logarithmen algebraischer Zahlen und für transzendente Größen, 
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Transzendenzmaß dieser Größen angegeben, die im ersteren Falle Verbesserungen 
der bisherigen Abschätzungen darstellen, während bei elliptischen Transzendenten /f 
bisher keine solche Abschätzungen bekannt waren. Die Ergebnisse, die ohne Be- f 
weis, nur mit Angabe einiger Hilfssätze, mitgeteilt werden, sind mittels einer Über- f 
tragung einer Gelfondschen Methode zu gewinnen. Seien H die Höhe und m der 
Grad des Polynoms P(x) und seien Y,, Ya, - . . geeignete positive Größen, die von 
m und H unabhängig sind, so lauten die Ergebnisse: 
| 1). |P(m)! > exp (—y, m max (In H In In H, m In? m)). x 
2) |P(Ino)| > exp (—Yz m? (1 + In m) max (In H In In 4, m In? m) 
für algebraisches x #1, 
3) |P(w)| > exp (—Y; m? max (In H In? In A, m In? m)); 
wenn o Periode von p(x) mit algebraischen gs, 93 ist. 
4) |P(ß)| >exp(—max M) mit 
M = {In H exp (m (In In Hytt®), exp (m?+® + m®+Ma+e+1)} | 
für max (In H, exp (m?+k)) >y, (&, k,ß, 95, 93), falls 95, 93 und @(ß) algebraisch | 
sind. Th. Schneider (Göttingen). 
Gel’fond, A. 0.: Approximation algebraischer Zahlen durch algebraische Zah- 'f 
len und Theorie der transzendenten Zahlen. Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 4 (32), 19—49 
(1949) [Russisch ]. £ 
Verf. gibt einen ausführlichen Übersichtsbericht über die Approximation alge- 
braischer Zahlen und die Entwicklung der Theorie der transzendenten Zahlen. Er 
stellt die Hauptgedanken der Beweise dar, natürlich ohne die Beweise durchführen 
zu können. Nach Darlegung des Thue-Siegelschen Satzes bespricht er damit zu- |f 
sammenhängende eigene Arbeiten, die dem Ref. bisher unzugänglich waren. Dann 
wird die Siegelsche Methode zur Transzendenz von Werten der Besselfunktionen 
und anschließend die Methoden zur Untersuchung der Potenzen algebraischer 
Zahlen entwickelt. Am Schluß werden Fragen über algebraische Unabhängigkeit 
berührt. Der Bericht, der wegen seiner Klarheit und Durchsichtigkeit sehr lesens- | 
wert ist, könnte noch gewinnen, wenn Verf. die historische Entwicklung an manchen 
Stellen nicht etwas zu einseitig sähe. Th. Schneider (Göttingen). 
‚Mahler, Kurt: A correetion. Compositio math., Groningen 8, 112 (1950). | 
Verf. stellte in Compositio math. 2, 259—275 (1935); dies. Zbl. 12, 53 den Satz || 
auf: Sind x, ß algebraische p-adische Zahlen # 0,1 mit 0 < «—1|, zp2] 
0 <[ß—1l, <p und ist 0 = log a/log ß eine irrationale p-adische Zahl, so ist | 
6 transzendent. Verf. gibt jetzt eine Korrektur dahingehend, daß im Falep= 2 


die Zahlen x, ß auch von — 1 verschieden sein müssen. H.L. Schmid (Berlin). 
Analysis. 
Mengenlehre: 


Gödel, K.: What is Cantor’s eontinuum problem? Amer. math. Monthly 54, | 
515—525 (1947). Correetion. Amer. math. Monthly 55, 151 (1948). | 

Ein Bericht über die heutige Lage des Kontinnuumproblems. Es werden die. 
Grundbegriffe erklärt, über die Kontinuumhypothese und die verallgemeinerte | 
Kontinuumhypothese, über die bezüglich dieser möglichen Stellungnahmen, über 
Verhältnisse dieses Problems zur Grundlagenforschung der Mengenlehre und über 
das diesbezüglich durch Verf. erzielte (The consistency of the continuum hypothesis. 
Ann. Math. Studies No. 3, Princeton 1940) Resultat berichtet. Letztes soll nur aus- 
sagen, daß die bis jetzt bekannten Axiome der Mengenlehre, falls sie selbst wider- 
spruchslos sind, auch mit der Bejahung der Kontinuumhypothese verträglich sind.. 
Da die genannten Axiome noch keineswegs als abgeschlossen zu betrachten sind,, 
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bedeutet dieses Resultat nicht die endgültige Lösung der Frage, Verf. spricht sogar 
‚die Vermutung aus, daß in der Zukunft neu entdeckte Axiome der Mengenlehre 
|zur Widerlegung der Kontinuumhypothese führen werden. Diese Meinung wird 
| durch manche ganz paradox klingenden bekannten Folgerungen der Kontinuum- 
|,hypothese unterstützt. @. Hajös (Budapest). 
Kleene, 8.C.: A symmetric form of Gödel’s theorem. Proc. Akad. Wet., 
Amsterdam 53, 800—802; Indag math., Amsterdam 12, 244-246 (1950). 

Es gibt fremde rekursiv aufzählbare Mengen C,, C,, derart, daß sich zu allen 
fremden rekursiv aufzählbaren Mengen D,, D, mit O0,CD, und C,CD, eine 
Zahl f finden läßt, die nicht in der Vereinigungsmenge D,+ D, liegt. Daher lassen 
sich C, und ©, nicht durch eine rekursive Menge E trennen, in dem Sinne, daß 
O,CE und C0,CE’. Zwei fremde analytische Mengen lassen sich nach Lusin 
stets durch eine Borelsche Menge trennen. Die von Mostowski entdeckte Analogie 
| zwischen den rekursiv aufzählbaren und den analytischen Mengen ist also nicht 
| vollständig. — Das Beispiel des Verf. wurzelt in Überlegungen von Rosser (dies. 
| Zbl. 15, 338) zum Gödelschen Unentscheidbarkeitsatz. Hermes (Münster), 
Szele, T.: On Zorn’s lemma. Publ. math., Debrecen 1, 254-256 (1950). 
| Beweis des Zornschen Satzes aus dem Auswahlaxiom. Eine Lücke tritt auf 
| beim Nachweis, daß 4* wohlgeordnet ist. Sie kann dadurch behoben werden, daß 
\ beider Definition einer Hauptkette H noch gefordert wird, daß H mit jedem Element 
auch alle vorangehenden Elemente enthält. Hierdurch tritt der Beweis in unmittel- 
\ bare Nähe zur Darstellung von H.Kneser (dies. Zbl. 37, 319). [Für andere Be- 
| weise des Zornschen Satzes vgl. E. Witt, Math. Nachr, 4, 434—438 (1951)]. — 
' Schließlich werden bekannte äquivalente Folgerungen aus dem Zoın:chen Satz her- 
geleitet. — Zusatz bei der Korrektur: Verf. hat diy erwähnte Lücke inzwischen 
von sich aus berichtigt. Ernst Witt (Hamburg). 

Marezewski, E.: Concerning the symmetrie difference in the theory of sets 
| and in boolean algebras. Colloqg. math, 1, 199—202 (1948). 

Mit Hilfe der Operation der symmetrischen Differenz gibt Verf. eine neue 
| Definition der quasianalytischen Operationen von Punktmengen, die der Kanto- 
ı rovitch-Livensonsche Definitionn [Fundam, Math. 18, 239%(1932); dies. Zbl. 4, 294, 
Definition 1’] gleichwertig, jedoch unabhängig vom Punktbegriff und dementspre- 
{ chend auf Boolesche Verbände mit Einheit anwendbar ist. Verf. zeigt dann, daß 
die symmetrische Differenz die einzige quasianalytische binäre Operation ist, die 
' in einem Booleschen Verband die algebraische Struktur einer Giuppe einführt. 
| D. A. Kappos (Erlangen). 
| Helson, Henry: On the symmetrie difference of sets as a group operation. 
) Collog. math. 1, 203—205 (1948). 
| Bedeutet M den Booleschen Verband aller Teilmengen einer Grundmenge M, 
so führt die Operation der symmetrischen Differenz die algebraische Struktur einer 
‚ kommutativen Gruppe ein und bleibt bei einfachen Abbildungen von M auf sich 
| invariant. [Eine eineindeutige Abbildung f(x), z€ M, von M auf sich heißt ein- 
| fach, wenn gilt: f(a) =b und f(b) =a« für gewisse Paare a, be M, sonst f(x) = x 
für alle anderen Punkte x€ M.] Es gilt aber umgekehrt: wenn eine binäre Ope- 
ration „, o“ inM eine Gruppenoperation mit der leeren Menge 0 als Null ist, bei ein- 
fachen Abbildungen invariant bleibt und Aoe BCA vB für jedes Paar A, BEM 
gilt, dann ist „o “ die symmetrische Differenz. D. A. Kappos (Erlangen). 
Gleason, A. M.: A note on a theorem of Helson. Collog. math. 2, 5—6 (1949). 

Verf. beweist ein Resultat von Helson (s. vorsteh. Ref.) unter geringeren 
Voraussetzungen, nämlich: Ist eine Operation „o“ in M eine Gruppenoperation 
“und gilt AeBCAuB für alle Paare A, BEM, so ist „o“ die symmetrische 
‚ Differenz. D. A. Kappos (Erlangen). 
Sikorski, R.: Topologie des limites transfinies. Colloq. math. 1, 180—182 (1948). 
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Verf. bezeichnet als algebraischen Körper vom Charakter &, (darunter eine 
reguläre Anfangszahl verstanden) jeden geordneten algebraischen Körper, dessen 
sämtliche Elemente den Charakter (w,, @%) im mengentheoretischen Sinne haben 
(letztere Begriffsbildung stammt von Hausdorff. Ref.). Von dieser Art ist u.a.) 
der kleinste algebraische Körper, der sämtliche Ordnungszahlen <@, enthält, 
wenn deren Addition und Multiplikation als „natürliche“ im Sinne Hessenbergs 
erklärt wird. — In einem Körper A der genannten Art kann man den Begriff des 
Limes für die Folgen {as} (£E <o,) aus A erklären sowie die abgeschlossene Hülle X | 


für eine Teilmenge X CA definieren, wobei gilt: I. 3 X: 7 EX; für jede. | 
e<a <a | 


Folge {X} mit E<x <o„, II.X=X, falls X leer ist oder genau ein Element 
‚enthält. III. X = X. — Allgemein soll jede Menge & ein g„-additiver topologischer 
Raum heißen, wenn in ihr eine Mengenfunktion X (X CX&) definiert ist mit den. 
Eigenschaften I—III. Spezialfall eines solchen Raumes ist ein w„-metrischer Raum, 
d.h. eine Menge &, in der eine Funktion o(p, q) für jedes Paar von Elementen p, q # 
aus & definiert ist, deren Werte einem algebraischen Körper des Charakters w,\ 
angehören und welche den üblichen Axiomen genügt: | 


1) eg) = 0 gleichwertig mt Pp=q, 0) em Ntelpr) Ze(gr). 
— Es läßt sich zeigen, daß in diese verallgemeinerte Topologie eine Reihe von Sätzen 
der gewöhnlichen Topologie bei sinngemäßer Formulierung übertragbar ist. —| 
Schreibt man einem algebraischen Körper des Charakters w, die Eigenschaft BW 
(‚„Bolzano-Weierstraß“) zu, wenn jede Folge {as} (€ <w,) von Elementen aus 
ihm eine konvergente Teilfolge desselben Typus enthält, so besitzt jeder Körper des 
Charakters &, die Eigenschaft BW; wenn ferner ein beliebiger algebraischer Körper 
die Eigenschaft BW besitzt, so hat sie auch der Körper, der ihn linear (,‚reell‘“) 
abschließt. Neumer (Mainz). 

Sierpinski, W.: Sur les types ordinaux des ensembles lineaires. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 8, 427—428 (1950). 

Nach R. Fraisse heißt ein Ordnungstypus 9 kleiner als ein Ordnungstypus » 
(9 <Yy), wenn jede Menge des Typus 9 einer Teilmenge einer Menge vom Typus % 
ähnlich ist, aber nicht umgekehrt. Verf. spricht eine Reihe von Sätzen aus, welche 
die genannten Größenbeziehungen zwischen Ordnungstypen von der Mächtigkeit 
des Kontinuums zum Gegenstand haben und deren Beweise im 37. Band der Fundam. 
Math. erscheinen sollen. Neumer (Mainz). 

Sierpinski, Waclaw: Sur une proposition qui entraine Pexistenee des ensembles 
non mesurables. Fundam. Math., Warszawa 34, 157—162 (1947). | 

Aus der „fast evidenten‘‘ Aussage: „Das eindeutige Bild einer Menge kann | 
nicht von größerer Mächtigkeit sein als die Menge‘ folgen ohne Zuhilfenahme des. 
Auswahlaxioms folgende Aussagen: 1. Eine. Menge der Mächtigkeit n kann nicht ' 
als Vereinigung von mehr als n fremden, nichtleeren Mengen erhalten werden; 
2.8, S2%, 3. wenn m<2®» und n<2%% sit B:_-m-+n unmöglich ; 
4. es gibt eine lineare Menge, die keine perfekte (nichtleere) Menge enthält; 5. es | 
gibt nicht-meßbare lineare Mengen. Zum Beweis der letzten Folgerung wird ein | 
früherer Satz des Verf. [Mathematica, Cluj 3, 2 (1930)] benutzt, welcher die Exi- 
stenz nicht-meßbarer Mengen aus der Annahme folgert, daß man die Menge der 
Vitalischen Klassen (reeller Zahlen mit rationalen Differenzen) geordnet hat. 

G. Hajos (Budapest). 

Sierpinski, W.: Sur un theoreme de A. Lindenbaum. Ann. Math., Princeton, 
IT. S. 48, 641-642 (1947). | 

P. Erdös hat [Ann. Math., Princeton, II. S. 44, 644 (1943)] den Satz be- 
wiesen: Bedeutet c die Mächtigkeit des Kontinuums und ist m eine beliebige Mäch- 
tigkeit m <c, so gibt es eine Menge ® von 2° linearen Mengen, unter welchen 


2 | | | 33 
"kein Paar in je m paarweise kongruente Mengen zerlegbar ist. Verf. beweist diesen 
') Satz, ohne das Auswahlaxiom zu benutzen, und verschärft ihn zur Aussage, daß ® 
auch so gewählt werden kann, daß auch keine Menge AE® und keine Unter- 
menge BC OE®D in jem paarweise kongruente Mengen zerlegbar sind. Hajos. 
\l 5 Sierpinski, Waclaw: Sur un problöme de la theorie gönsrale des ensembles 
h  6quivalent au probl&me de Souslin. Fundam. Math., Warszawa 35, 165 —174 (1948). 
li Das ungelöste Souslinsche Problem fragt, ob eine geordnete dichte lineare 
\‘ Menge H eine abzählbare, in Z überall dichte Untermenge haben muß, wenn jede 
|! Gesamtheit von einander auch teilweise nicht überdeckenden, sich auf H stützenden 
{Intervallen höchstens abzählbar unendlich sein kann. Es wird bewiesen, daß dieses 
Problem mit folgendem äquivalent ist: Besitzt die Gesamtheit F von Mengen die 
Il Eigenschaften: 1. je zwei Elemente von F sind entweder fremd, oder eines von ihnen 
'k enthält das andere, 2. jede aus fremden Mengen bestehende Untermenge von F ist 
‚, höchstens abzählbar, 3. jede kein fremdes Elementenpaar enthaltende Untermenge 
| von F ist höchstens abzählbar und 4. jede kein fremdes Elementenpaar enthaltende 
.\ Untermenge von F besitzt ein maximales Element (das alle übrigen Elemente dieser 
| Untermenge enthält), so wird gefragt, ob F notwendigerweise abzählbar ist. Wird 
' von # nur 2. und 3. vorausgesetzt, so ist die entsprechende Frage verneinend zu 
beantworten, wie das früher auch schon M. Marczewski [Fundam. Math., War- 

szawa 33, 305 (1939)] bewiesen hat. Wird dagegen die Endlichkeit der in 2. und 3. 
) gekennzeichneten Untermengen angenommen, so folgt die Endlichkeit von F. 

@. Hajos (Budapest). 

Rosenthal, Arthur: What are set functions? Amer. math. Monthly 55, 14-— 
20 (1948). 
} Ein Bericht über die’ Grundbegriffe, Hauptergebnisse und Probleme der Lehre 
IV 


| 


} von den Mengenfunktionen. @G. Hajos (Budapest). 

i Alexiewiez, Andrzej; On Hausdorff elasses. Fundam. Math., Warszawa 34, 
61—65 (1947). 

| Die Gesamtheit 7 von Untermengen einer Menge X habe folgende Eigen- 


{ schaften: sie enthält die leere Menge, sie enthält den Durchschnitt von je zweien 

“ihrer Elemente und die Vereinigung jeder abzählbaren Folge ihrer Elemente. Die 

" Werte der auf X erklärten Funktion f(x) gehören zu dem separablen metrischen 

Raume Y. Sie gehört zur Hausdorffschen Klasse 4*, wenn für jede offene Menge 

'@CY die Menge E [f(x)€@] zu H gehört. Als direkte Verallgemeinerungdes Satzes 
T 


vonB.Gagaeff [Fundam. Math. 18, 182—188 (1932) ;dies. Zbl.4. 205] giltder Satz : Die 
Limesfunktion f(x) der Folge {f,(z)} zu H* gehörender Funktionen gehört dann 
“und nur dann auch selbst zu H*, wenn es zu jedem e >0 eine Mengenfolge {X} 
und eine Indexfolge fp,} gibt, für welche X=_2X, und (2,2), F(®)) <e 
für zeX, gilt. Als Hilfssatz dient dieser zum Beweis folgenden Satzes: Für die 
Limesfunktion f(x) der konvergenten Folge {f,(x)} zu H* gehörender, reell- 
wertiger Funktionen ist E [f(xz) >a] €H für jedes reelle a dann und nur dann, 


wenn es zu jedem &e > 0 und m eine Mengenfolge {X} und eine Indexfolge p, > m 
(gibt, für welche X=2&X, und f,,(2) <f(xz)+e für zeX, gilt. Es werden 
; Anwendungen und Spezialfälle aufgezählt. @G. Hajos (Budapest). 
Kestelman, H.: The eonvergent sequences belonging to a set. J. London math. 
Soc. 22, 130—136 (1947). 
Eine Menge E von reellen Zahlen besitzt die Eigenschaft U, wenn es zu jeder 
Nullfolge {A,} eine Zahl £ gibt, für welche &+A,€ E, wenn nur n genügend groß 
ist. Für diese Eigenschaft U wird die notwendige Bedingung bewiesen, daß E nicht 
nirgends dicht sein kann. Das hat zur Folge, daß bei einer Menge E von der Eigen- 
schaft U die Ableitung E’ ein Intervall enthalten muß, also eine abgeschlossene 
"Menge E dann und nur dann die Eigenschaft U besitzt, wenn sie ein Intervall ent- 
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hält. Ist E im Intervall I enthalten, so ist dafür, daß E die Eigenschaft U 
besitze, hinreichend, daß /— E eine Nullmenge bzw. eine Menge erster Kategorie 
ist. Diese Bedingungen sind nicht notwendig. — Zu jeder Menge E von reellen 
Zahlen, die ein positives äußeres Maß hat, gibt es eine Nullfolge {u,„} derart, daß E 
für alle Folgen {A,}, für welche A, <w,, die behandelte Eigenschaft besitzt. — 
H. Steinhaus hat untersucht, wann behauptet werden kann, daß jede genügend 
kleine Zahl als Differenz zweier Elemente von E dargestellt werden kann, und be- 
wiesen, daß jede Menge von positivem äußerem Maß diese Eigenschaft S besitzt. 
Verf. beweist, daß aus der Eigenschaft U die Eigenschaft 8 folgt, aber nicht um- 
gekehrt. — Alle Aussagen und Beweise sind für mehrdimensionale Vektoren gefaßt. 
@. Hajos (Budapest). 


a 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Haupt, Otto et Christian Paue: Mesure et topologie adapt6es. Espaces mesures 
topologiques. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 711—712 (1950). | 

R sei topologischer Raum, u ein beschränktes Maß, definiert auf einem | 
o-vollständigen Booleschen Mengenverband M von Teilmengen M von R mit R 
. als Einheit, „*|M* vollständige Erweiterung von „|. Maßstruktur und Topologie | 
können verbunden sein durch folgende ‚Anpassungsaxiome‘“: I. Die offenen Mengen | 
sind u-meßbar. — II. Jedes M kann beliebig maßgenau von obenher durch offene | 
Mengen approximiert werden. — III. R ist kompakt. — IV. R besitzt eine Basis, 
deren Mengen offen und quadrierbar sind (wobei ein M quadrierbar heißt, wenn | 
abgeschlossene Hülle und offener Kern von M gleiches Maß haben). Beil. und II. 
spricht man von schwacher, bei I., II., III. und IV. von normaler Anpassung. Bei 
schwacher Anpassung gelten die Sätze über die maßgleiche Einschließung der Mengen 
von M* durch F, und Gs und über die Approximation der meßbaren Funktionen 
durch stetige und halbstetige Funktionen. Dabei ist das System Q der quadrier- 
baren Mengen ein Boolescher Mengenverband mit R als Einheit; u* DO ist Jordanmaß- 
(d.h. nur einfach additiv) und vollständig. Jedes endliche Maß auf den Borelschen 
Mengen eines topologischen Raumes ist diesem Raum schwach angepaßt. Bei 
normaler Anpassung gibt es beliebig feine quadrierbare (d.h. durch quadrierbare | 
Mengen erzeugte) Überdeckungen, und u*|M* erscheint als Lebesguesche Erweite- 
rung von u*|Q. Mit Hilfe der endlichen offenen Überdeckungen U wird die topolo- 
gische Feinheit [,‚Feinheitsgrad“ (U)] quadrierbarer Überdeckungen oder Zerlegungen 
definiert und damit die Konvergenz der Näherungssummen für das innere und äußere 
Jordanmaß beschrieben. — Es folgen noch ein Satz über das Produkt von topolo- 
gischen Räumen mit normal angepaßten Maßen und Beispiele. Aumann. 

Paue, Christian: Integrale de partition et int6grale topologique. Familles d6ri- 
vantes topologiques. C.r. Acad. Sci., Paris 230, 810—811 (1950). 

Der reellen beschränkten Funktion f in R (Bezeichnungen wie im vorsteh. 
Referat) und der quadrierbaren Zerlegung $ = (Q,,.. -, Q,) von R werden die. 
Summen 


hd) = &ur(Q,) a h, (9) = u*(Q,) inf f 
3 0; 


zugeordnet. Diese Summen konvergieren gegen das obere bzw. untere Untertei- 
lungsintegral o,(f) bzw. o,(f), nicht nur auf dem Filter der $, sondern auch im Sinne 
wachsender topologischer Feinheit (‚‚topologische‘“ Integrale). Ist f, die untere, 
f, die obere Limesfunktion von f, so wird o,(f) bzw. o,(f) gleich dem Lebesgueschen 
Integral von f, bzw. f,. e,(f) =o,(f) dann und nur dann, wenn die Unstetigkeiten 
von fin einer u-Nullmenge liegen. Ist u vollständig und sind die Anpassungsaxiome 
TI, II und IV erfüllt, so ist die Menge der Punkte von R, deren jeder eine offene 
Umgebung vom Maße Null besitzt, eine offene Menge vom Maße Null. — Eine Basis ® 
offener Mengen von R kann als Ableitungsbasis dienen, wobei der numerische 
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 Kontraktionsparameter [H. Busemann, W.Feller, Fundam. Math., Warszawa 

22, 230 (1934); dies. Zbl. ‚9, 106] durch die topologische Feinheit (U) ersetzt wird. 

Es lassen sich dann die Äquivalenzsätze von de Possel [C. r. Acad. Sci., Paris 

' 201, 579 (1935); dies. Zbl. 12, 252] aufstellen. Als notwendige und hinreichende 

‚ Bedingung für die Gültigkeit des Dichtesatzes in ® wird genannt: Für jede meßbare 

Menge M und für 0 <a <1 ist N 8%,u(M) bis auf eine Nullmenge gleich M; 
u 


. dabei ist S,,u die Vereinigung aller Mengen aus ®, die feiner sind als (U) und auf 
. welchen M eine mittlere Dichte > x hat. Aumann (München). 
Banach, $S.: Sur les suites d’ensembles exeluant P’existence d’une mesure. — 
. (Note posthume avee preface et commentaire de E. Marezewski.) — Colloq. math. 
1, 103—108 (1948). 

Es sei X. eine beliebige Menge und E,CX n=1,2,...). Ist c,(x) die 


' charakteristische Funktion von Z,, so heißt c(2) = 2- 53 c„(2)/3” die charakteri- 
’a n=1 
stische Funktion der Folge {E,}. Die Mengen EZ [c(x) = y] heißen die Atome der 


T 
' Folge. Eine Menge A C [0, 1}, heißt eine absolute Nullmenge, wenn es für jedes 
' abzählbar additive Maß u, dasıfür die Borelschen Mengen des Intervalls [0, 1] 
' definiert ist, eine Borelsche Menge Bmit AC B und u(B) = 0 gibt. Die Banach-: 
sche Arbeit enthält den Beweis folgenden Satzes: Ein nicht identisch verschwindendes, 
abzählbar additives Maß, das auf den Atomen der Folge {E,} verschwindet, läßt 
sich im kleinsten die Mengen E, (n=1,2,...) enthaltenden o-Körper dann und 
nur dann definieren, wenn der Wertevorrat von c(x) nicht eine absolute Nullmenge 
ist. — E. Marczewski bemerkt in seinem Kommentar unter anderem, daß der 
obige Satz in anderer Fassung von D. Ti. Bernstein und S. M. Ulam angegeben 
wurde [Bull. Amer. math. Soc. 48, 361—362 (1942)]. Csaszar (Budapest). 
Hartman, $. and E. Marezewski: On the convergence in measure. Acta sci. 
math., Szeged 12 A, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedic., 125—131 (1950). 
Als k-dimensionale Zufallsveränderliche wird nach Kolmogoroff eine Abbil- 
dung f(x) = y eines abstrakten Raumes X in den k-dimensionalen euklidischen 
' Raum Y betrachtet, wenn für jede Borelsche Teilmenge B von Y die Menge f1(B) 
_ einem Teilmengenkörper von X angehört, welcher mit einer vollständig additiven, 
' nichtnegativen und durch u(X) = 1 normierten Mengenfunktion « als Wahr- 
 scheinlichkeitsmaß versehen ist. Die von F. Riesz 1909 eingeführte Konvergenz 
4„-f>0 dem Maße u nach, d.h. lim u{E,[|f.(@)— f&)| >&l}— 0, wird 
dementsprechend Konvergenz der Wahrscheinlichkeit nach genannt. Als not- 
wendig hierfür war bisher nur die gewöhnliche Konvergenz F,— F—0 der ent- 
sprechenden Verteilungsfunktionen in den Stetigkeitspunkten a von F bekannt. 
D.h. ulf!(Z,)J) —ulf*(Z,)] > 0 mit der Menge L, aller Punkte von Y, deren 
Koordinaten kleiner als die entsprechenden von «a sind. — Innerhalb einer etwas 
allgemeineren — nämlich Y nur als metrisch und separierbar voraussetzenden — 
Untersuchung zeigen nun Verff., daß zur Konvergenz f„—f— 0 dem Maße nach 
die mit den (mengentheoretischen) charakteristischen Funktionen C,, C eintretende 
"Konvergenz {C,[f+(Z,)] — C[F*(Z,)]} > 0 dem Maße 4 nach notwendig und 
hinreichend ist. Und zwar in allen Punkten a einer dichten Teilmenge von Y, 
wie z. B. in den Stetigkeitspunkten von F. Bei unabhängigen Zufallsveränderlichen 
f, und g, sind schließlich ihre dem Wahrscheinlichkeitsmaß u gemäßen Grenzver- 
änderlichen f und g auch unabhängig. D.h. für irgend zwei Borelsche Teilmengen 
Aund B von Y gilt u[f!(A) g(B)] = ulf!(A)] aulg*(B)].  Szentmärtony. 
Marezewski, E.: Ind6pendance d’ensembles et prolongement de mesures. (R6- 
- sultats et probl&mes). Collog. math. 1, 122—132 (1948). 
In $ 1-2 berichtet Verf. über einige Sätze, die die mengentheoretische und 
stochastische Unabhängigkeit von Mengen betreffen und welche Verf. in einer 
ee 
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anderen Arbeit bewiesen hat (dies. Zbl. 32, 54). In $ 3—5 wird die Unabhängigkeit 
von Mengenkörpern eingeführt und von einigen Sätzen und offenen Problemen 
darüber berichtet. Da diese Begriffe und Sätze grundlegend für die folgenden beiden 
Referate sind, werden sie hier angeführt: D) Eine Familie (M,)ıer von Mengen- 
körpern (bzw. o-Mengenkörpern) M, aus Teilmengen E einer Grundmenge X heißt: 
D,) endlich (bzw. abzählbar) unabhängig, wenn bei beliebiger Wahl, sowohl der 
endlich (bzw. abzählbar) vielen Indizes t,,...,t„ aus 7, als der Mengen Z,, #0 
Denen = H,..2.,.n, gilt, ä 


(I) N Em #0, n <+ 00 (bzw.n < +00); 


D,) stochastisch u-unabhängig, wenn ein nicht negatives additives (bzw. total- 
additives) Maß u mit (X) = 1, kurz Wahrscheinlichkeit (W.) u, in einem Körper 
(bzw. o-Körper) M, der jedes M,, t€ T, als Unterkörper enthält, existiert, so daß 
bei beliebiger Wahl der t,,...,t,in T und der Mengen Z,,€ M., gilt: | 


[u heißt dann die stochastische Erweiterung von ı,, t€ T. Bei Totaladditivität 
von u folgt die Gültigkeit von (II) auch für n < oo]; D,) endlich (bzw. abzählbar) | 
fast-unabhängig bezüglich u,,t€ 7, wenn in jedem M, eine W. (bzw. totaladditive W.) 
u, definiert ist und bei Ersetzung in D,)der Bedingung #,,, #0 durch u, (En) #0 
ebenfalls (I) gilt. — Es gelten nun: II, (bzw. Il,): Wenn (M;);er endlich (bzw. | 
abzählbar) unabhängig und jedes M, mit einer W. (bzw. totaladditiver W.) u, ist, 
dann existiert im kleinsten Körper (bzw. o-Körper) M, der jedes M, als Unterkörper 
‚enthält, eine W. (bzw. total-additive W.) u, so daß gilt: Ipr) u(E)=u,(E),wennEeM, 
für jedes tET. 211) (My)ıer ist stochastisch unabhängig. — II, wurde von Verf. 
1939 bewiesen (Mesures dans de corps presque ind&pendants, erscheint in Fundam. 
Math.), II, hat Banach bewiesen (dies. Zbl. 37, 37), einen anderen Beweis hat 
Saks gegeben (Sur le thöoreme de Banach concernant les mesures dans les corps 
ind&pendants, erscheint auch in Fundam. Math.). Ref. bemerkt: wie Sherman 
(s. nachsteh. Referat) für Mengenkörper und unabhängig von ihm Referent (Die 
Unabhängigkeitinder Wahrscheinlichkeitstheorie, S.-B. Bayer. Akad. Wiss. München, 
math.-naturw. Abt. 1950, 157—185) für Boolesche Verbände bewiesen haben, folgt 
aus der Unabhängigkeit der Familie (M,),er die Isomorphie von M zum Booleschen 


Produktverband ?_M,; wegen dieser Isomorphie ist dann Satz II eine Folgerung 
q 


te 
der Theorie der unendlichen Produkte von Maßverbänden. Der Beweis des folgen- 
den Satzes ergibt sich nach Verf. durch leichte Modifikation seines Beweises 
von Ile: Wenn (My)ıer eine Familie von Mengenkörpern M, mit W. u, ist, so existiert 
dann und nur dann eine W. «, definiert im kleinsten Mengenkörper M über allen 
M,teT, die Iır) und 21r) erfüllt, wenn diese Familie endlich fast-unabhängig be- 
züglich 1, ist. Schließlich wird von Verf. über einen Satz, den er in der Sitzung 
des 27. Juli 1947 der ‚‚Societ&e des Sciences et des Lettres de Varsovie“ mitgeteilt 
hat, berichtet. Offen bleiben nach Verf. folgende Fragen: I) Folgt aus der abzähl- 
baren Fast-unabhängigkeit die Behauptung von II,? 2) Kann man in II, die Vor- 
aussetzung der abzählbaren Unabhängigkeit dadurch ändern, daß man bei D,) 


die Bedingung Z,,=0 durch II u (E,„) $ 0 ersetzt ? 
ar D. A. Kappos (Erlangen). 
Sherman, S.: On denumerably independent families of Borel fields. Amer. J. 
Math. 72, 612—614 (1950). 
Ein von Banach bewiesener Satz, der die Beziehung der abzählbaren und 
stochastischen Unabhängigkeit betrifft (dies. Zbl. 37, 37 und vorsteh. Ref.), wird mit 
Hilfe der Theorie der Unendlichen Produkte von Mengenkörpern bewiesen. 


D. A. Kappos (Erlangen). 
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Helson, Henry: Remark on measures in almost-independent fields. Studia 


_ math. 10, 182-183 (1948). 


Verf. gibt ein Beispiel von zwei Mengenkörpern M,, M, mit totaladditiver 


. Wahrscheinlichkeit u, bzw. u,, die fast-unabhängig sind, für weichh die stochastische 
' Erweiterung a nicht totaladditiv ist. Damit ist ein von Marczewski (s. obiges 


Ref.) gestelltes Problem negativ beantwortet. D. A. Kappos (Erlangen). 
Jessen, B.: On two notions of independent funetions. Collog. math. 1, 214— 
215 (1948). 
Mit Hilfe einer (nicht meßbaren) Teilmenge @ des Intervalls 0 <t <1 vom 


"äußeren Lebesgueschen Maß 1 und inneren Maß 0 wird eine Erweiterung des 


Lebesgueschen Produktmaßes im Quadrat 0 <t, <1, 0 <t, <1 konstruiert, bei 
welcher die zwei Funktionen t,, ti, zwar im Steinhausschen, nicht aber im Kolmo- 


‚goroffschen Sinne unabhängig sind. Eine von Marczewski [Colloq. math. 1, 29—30 


(1948)] aufgeworfene Frage findet damit eine negative Beantwortung. Aumann. 
Doob, J. L: On a problem of Marezewski. Collog. math. 1, 216—217 (1948). 
Nach wesentlich gleicher Methode und mit gleichem Ziel wie in der vorstehend 

referierten Arbeit konstruierte Beispiele zum Marczewskischen Problem. Aumann. 

“Brunk, H. D.: Note on a theorem of Kakutani. Proc. Amer. math. Soc. 13 
409—414 (1950). 

From Kakutani’s theorem on the equivalence of infinite product measures 
(this Zbl. 30, 23) there is derived another theorem permitting immediate appli- 
cations to limit theorems of probability theory. It reads as follows: Let Q2* be the 
product space of an infinite sequence of measure spaces 2), 2,,.., each space 2, 
bearing two measure functions m, und m}, defined on the same Borel field of subsets 
of Q, and such that m, (2,) = m, (2,)=1 (n=1,2,...). Let m* and m*’ denote 
the corresponding product measures on (2*. Choose in each space Q, a Borel set B, 
and denote by ®, - B„ the additive class of all Borel sets in 2, which are contained 
an: B,. Ss that, for nn, m, 2: m,, are equivalent, on ®,: B, and that 


II SVm (do) m}, (do) > 0, ERTL 0, II muß 


Then m* —. nr’ on the additive class 7* of Borel sets or which are invariant 
under transformations replacing at most a finite number of coordinates 
0, 0y::.,@ (@;€Q,) of a point of the set by others from 0,05, ...,0., re- 
spectively. — Applications to limit theorems of a general type including the strong 
law of large numbers, law of iterated logarithm, Kolmogoroff’s theorem on the 
probability of convergence of sequences of independent random variables. 
Bela Sz.-Nagy (Szeged). 

Eggleston, H. G.: The Besicoviteh dimension of Cartesian produet sets. Proc. 
Cambridge phil. Soc. 46, 383—386 (1950). 

Es sei X +6 eine Punktmenge im euklidischen Raum E, der Punkte 
(2,) = (21. .,%,)- Es werde bezeichnet: mit U=U(d,X) eine "Überdeckung 
von X, Seren aus abzählbar vielen Mengen V, je von einem Durchmesser 


Bi. =d(V,)< und mit w=u(d, X) das System aller U(d, X). Das äußere 


a-Hausdorff- dr H(X,a) von X (für festes a mit 0 <a <-+ oo) ist erklärt als 
lim (E (= 4): Es gibt dann ein a, mit 0 <a, <+ oound mit H(X,a) = + 0 
d>0 

falls a <a, H(X,a) = 0, falls a >a, (wobei im Falle a, = 0 bzw. a, = + © 
eine der beiden Gleichungen fortfällt). Es wird a, als Besicovitch-Dimension dimz X 


von X bezeichnet und dim; 6 = — 00 gesetzt. — Gemiet wird: Es seien m,, 
©;—1,...,t, natürliche Zahlen mit 1 <m, <m, <'': <m,=n; ferner sei R, 
©; =1,...,t, die Menge aller (z,) mit ,=0 für j<m,, und j>m, Ist A, 


beschränkte Teilmenge von R, so gilt: 
dimz (A, x x A, > dimg A, +: + dimy 4,. 
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— Verf. weist darauf hin, daß sein Beweis die Definition eines neuen Maßes invol- 


viert, das eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Haarschen Maß besitzt und eng ver- | 


knüpft ist mib, dem intrinsequen Maß von H. L. Loomis [Ann. Math., Princeton, 


‚II. 8. 45, 367—374 (1944)]. Haupt (Erlangen). ei 
Dvoretzky, A.: A note on Hausdorff dimension funetions. Proc. Cambridge 


phil. Soc. 44, 13—16 (1948). A 
Verf. beweist, ein 1945 durch M. Fekete aufgeworfenes Problem beantwortend, 


daß eine Hausdorffsche Maßfunktion h(x) dann und nur dann eine Dimensions- 


funktion ist, wenn lim inf h(x)/x > 0. Dabei heißt die für x >0 erklärte Funk- 


0 3 
tion h(x) eine Maßfunktion, wenn sie stetig ist, monoton wächst und A(2)>0 | 
für x — 0. Eine Maßfunktion heißt Dimensionsfunktion, wenn es eine solche lineare | 
Punktmenge S gibt, daß bei Bedeckung von $ durch höchstens abzählbar viele 
Intervalle der Länge x,, %,, .... die Relation 0 <lim inf Z’h(x,) <oo besteht. Es 


0e>0 ui<eo 
wird für zugelassene Funktionen h(x) eine Punktmenge 8 effektiv konstruiert. 
@. Hajos (Budapest). 
Goffman, Casper: On Lebesgue’s density theorem. Proc. Amer. math. Soc. 
1, 384—388 (1950). ; 
Es werden gewisse Ergänzungen bzw. Umkehrungen des Lebesgueschen 


(Maß-)Dichtesatzes auf der Geraden bewiesen, nämlich: (1) Zu jeder Nullmenge N 
gibt es eine meßbare Menge S derart,,daß in keinem Punkt von N die Dichte von $ 


existiert; (2) Die Menge D derjenigen Punkte einer meßbaren Menge 8, in denen 
die Diehte von S zwar existiert, aber von 0 und 1 verschieden ist, besitzt das Maß 


Null und ist von 1. Kategorie; (3) Zu jeder Nullmenge N, die ein F, ist, existiert ; 


eine meßbare Menge $, so daß in jedem Punkt von N die Dichte von 8 existiert, 
aber von 0 und 1 verschieden ist. Haupt (Erlangen). 

Korovkin, P. P.: Verallgemeinerung eines Satzes von D. F. Egorov. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n.:S. 58, 1265 —1267. (1947) [Russisch]. 


Ist die Gesamtheit M der Mengen M von der Beschaffenheit, daß mit höch- 
stens abzählbar vielen Mengen zusammen auch ihr Durchschnitt zu M gehört, so 


wird ein für Me definiertes nicht-negatives Maß x(M) betrachtet, welches 


monoton wächst und für welches bei einer Folge .M,>M,>2::: die Relation 


«(II M,„) = lim «(M,) und bei einer Folge M\CM,C:-- mit ZM,EM die 
Relation «(2 M,) = lim x(M,) besteht. Für ein solches Maß gilt die Verallge- 


meinerung des Egorovschen Satzes, daß eine auf M konvergierende Funktionen- 
folge /„—f, falls f—f, o-meßbar ist, auf einer Menge M'’CM mit 
a(M’) > a(M)— e gleichmäßig gegen f konvergiert. Der Satz ist anwendbar, wenn 


als Maß abgeschlossener Mengen F der komplexen Ebene der transfinite Durchmesser 
t(F) benutzt wird. @. Hajos (Budapest). 


Korovkin, P. P.: Konvergenzmengen von Polynomreihen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. 8. 58, 1589—1591 (1947) [Russisch]. 


Verf. wendet seine in der vorsteh. referierten Arbeit erzielten Resultate an. 


Ist p,(z) ein Polynom n-ten Grades mit höchstem Koeffizienten 1 und konvergiert 


2c,P,„() auf E, so gibt es eine Menge F,DE, für welche R=lim sup Ve, = 


1/ty(F,) ist, wobei r,(F,) = sup r(F) bedeutet. Der Satz läßt sich nicht ver- 
FCFo =) i 


schärfen, da zu jedem F, eine dort konvergierende Polynomreihe mit R— 1/7, (Fo) 


angegeben werden kann. Es folgt aus diesem Satze, daß, wenn eine Polynomreihe 
auf E mit 7(E) = R konvergiert, die außerhalb von E liegenden Konvergenz- 
punkte der Reihe eine Menge FR +F,-+ --: bilden, wobei jedes F, abgeschlossen 
und t(F,) = 0 ist (ihre Anzahl ist endlich oder abzählbar unendlich). Diese Folgerung 
ist als Hauptziel der beiden hier referierten Arbeiten zu betrachten. Hajos. 
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82. .'Pagni, Mauro: Sulla definizione delParea di una superfieie per via assiomatica. 
Rend. Sem. mat. Padova 19, 303—316 (1950). 

 Sia.S la classe delle söprertieie di area finita secondo Lebesgue il cui elemento 
generico, S & cosi rappresentato (* == x(u,0), y=ylu»), z2= 2(u, v), 
0<u,v <1, ove le funzioni x(u, ®), y(u, v), z(u, v) godono nel quadrato unitario 
del piano. wv, che indico con A, delle seguenti proprietä: a) x(u, v), y(u, v), z(u, v) 
sono continue in A e derivabili i in quasi tutti i punti di A, b) la funzione 


5 _. [f%y,2)\2 %(2, &)\2 x, y)ı2 1/2 
: wa) = aan) + un) + aum).] 
© quasi ovunque positiva in A, c) & A($) = ih W(u,v) dudv, ove A(S) indica 
4 


area secondo Lebesgue di S. — Sia 9(S) un funzionale definito in S ed avente 
le seguenti proprietä: &) p(S) sia semicontinuo inferiormente, ß) se.A}, Az, - 
sono quadrati appartenenti ad A, privi a an a due di punti interni in comune, 


con ilati Haase agli assi u, v, sia p($) > = p(S,), ove S, & la superficie definita 


da Ri in A, Y)Y (S) si riduca all’area STetnadihre di $ se S e una superficie poliedriea, 
ö) per ogni piano z sia p(S) > mis s*, ove s* & l’insieme dei punti del piano x che 
non appartengono alla curva C,, proiezione sul piano x del contorno di 8, e peri 
quali l’indice topologico rispetto a C'„& diverso dazero. — L’A. dimostra che il fun- 
zionale @ (5) cosi definito coincide con l’area secondo Lebesgue di S. L’A. osserva 
anche che lo stesso EeDLO di assiomi e@ adatto a caratterizzare la lunghezza delle 
curve continue. J. Cecconı (Pisa). 

Orliez, W.: Sur quelques proprietes des fonetions de Baire periodiques. Studia 
math. 10, 148—158 (1948). 

L’A. resoud pour les fonctions periodiques, de Baire ou satisfaisant & la 
condition de Baire, des probl&mes qu’il avait dejä etudies pour les fonetions mesurab- 
les periodiques [S. Mazur et W. Orliez, Studia math. 9, 1—16 (1940)]. — {0,} est 
une suite reelle quelcongue, {w,}est une suite reelle telle que , > + © et ©, #0. 
SUpg 4 = pour une fonction f(x) le plus petit nombre k tel que l’ensemble 
24 {fix k} soit de 1° cat6gorie. Des enonc6s suivants sont vrais sauf aux points 


Fe un ensemble exceptionnel qui est r de 1° categorie si f(x) satisfait & la condition. 
de Baire, b) un borelien de 1° categorie.si f(x) est une ln de Baire, ec) un cas 
particeulier de F, de 1° categorie si f(x) est nn 
H. lim fo, + 8): = supg f(x 

n—X 
II. {f,(x)} est une suite de fonctions de m&me e.pöriode, compacte au sens ee, 
toute suite {n,} contient une ne partielle {k,} telle qu’il existe une fonction f(x 
" de m&me nature que les f,(x) et verifiant 
lim supz |. — f| = 5 Alors lim f,(o, x + 6,)= lim supz f,.- 
i>00 Nn— 0 Nn— 00 


‚III. Quelle que soit la suite numerique fa,}, on a 
„Jim la, fo, + 6,)| =supz |f| ‚lim n la M 


sauf si l’un des du 2° membre est nul et I’ are ie — IV. Soient 2 fonc- 

tions f( (x) et g(x) de m&me periode avec supgf <X, supgg <%. En Bu 

c= min supz|kf-+ lg], on a quelles que soient les suites numeriques fa,}et{b,} 
Ik+ 1-1 


‚im la, flo, x + 6,) + b„g(@, x + 9,)| > clim (|a,| + |b,l)- 
Fön en Aduite > condition necessaire et suffisante pour que 2 fonctions de Baire 


soient lineairement independantes aux ensembles de 1° categorie pres est que la 
‚constante ce du numero IV. soit positive. Revuz (Paris). 
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| 
Cafiero, Federico: Criteri di compattezza per le successioni di funzioni general- |f 
mente a variazione limitata. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., 
VIII. S. 8, 305—311 (1950). 
A function (a, y), (sJ)eD=[ <z <1,0<sysiIl, is called „generally 
of bounded variation“ (GBV) if there exists a set IC _D, of Lebesgue measure 
zero, such that the functions V,(y), 0 <y<sI1, V,(e), 0 sx<sI1, are L-inte- 
grable in (0, 1), where V,(9), V,(&) are the total variations ot; y) ı SB 
for constant 7 and of f(&,y), 0 <y <1, for constant %, respectively, the total 
variations being caleulated without reference to the values taken by f at the points | 
of I. This concept (GBV) is independent of the direction of the axes x, y [L. Cesari, 
Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. S. 5, 299—313 (1936); L. Tonelli, 
ibid. 315320; this Zbl. 14, 296]. The author proves the following theorem: if! 
hy), (u y)eD, n=1,2,..., is a sequence of GBV functions such that | 
1 1 

[VI (a) der u V(y)dy<K, SI Ifn(®, „laxdy <K, 

Ö 
(K a given constant), then there exists a GBV function f(x, y), (%, yJED, and a | 


subsequence f„„(%, y) such that IS} \fnm (2, y) — fx, y)| dedy>0 as n > @. 
D 


L. Cesari (Bologna). 

Tuleea, €. T. Ioneseu: Sur integration des nombres derives. C.r. Acad. Sci., 
Paris 225, 558—560 (1947). 5 } 

F(x) heißt rechtsseitige Majorante bzw. linksseitige Minorante von f(x) in 
(a, b), wenn 1. F(x) stetig ist, 2. F{a) =.0, 3. D,F(&) > f(x) bzw. DF(x) <f(&) 
bis auf abzählbar viele Punkte in (a,b) gilt. f(x) heißt D*-integrabel, wenn sie. 
rechtsseitige Majoranten F(x) und linksseitige Minoranten @(x) hat und für diese 
inf F(b) = sup @(b) ist. Ohne Beweis wird ausgesprochen, daß diese Definition mit 
folgender äquivalent ist: f(x) ist D*-integrabel, wenn es eine Funktion F(x) gibt, 
für welche gilt: 1. D,F(x) = D-F(x) = f(x) fast überall in (a,b), 2. zu jedem 
e>0 gibt es ein ö so, daß jede abgeschlossene Teilmenge von (a, b) eine Menge M 
mit der Eigenschaft enthält, daß für beliebige, endlich viele, fremde Intervalle 
(a,, b,), deren Gesamtlänge ö nicht übertrifft und deren Endpunkte zu M gehören, 
die Relationen 8 [F(a,)—F(z,)] <e, 3 [F(b,)— F(x,))] <e bestehen, wie 

(7 ® 


auch die x,€ (a,b,) gewählt sind. Entsprechendes gilt für D,-Integrabilität, 
wobei rechts und links zu vertauschen sind und in den letzten Relationen <e& 
durch >— e zu ersetzen ist. @. Hajös (Budapest). 

Tolstov, 6. P.: Über partielle Ableitungen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 13, 425—446 (1949) [Russisch ]. 

Untersucht werden im Bereich zweier unabhängiger Veränderlicher die Eigenschaften der 
linear stetigen Funktionen, d.s. solcher Funktionen, die stetig in bezug auf die einzelnen Ver- 
änderlichen sind, sowie derjenigen Funktionen, die endliche partielle Ableitungen mehrfacher 
Ordnung besitzen. Insbesondere werden die Frage ihrer Einordnung in die Klassifikation von 
Baire und der Vertauschbarkeit der Differentiationen behandelt. Zunächst wird gezeigt, daß die 
linear stetigen Funktionen darin den stetigen ähneln, daß sie in einem Bereich @ durch Angabe ihrer 
Werte auf einer (wenn auch nur abzählbaren) Menge E, die überall dicht in @ ist, vollständig 
bestimmt sind. Einige der weiteren wichtigsten Eigenschaften sind folgende. Besitzt eine in @ 
linear stetige Funktion F (x, y) überall die partielle Ableitung O=F/dx”, so ist diese höchstens | 
von der ersten Klasse, woraus folgt, daß, falls F (x, y) alle partiellen, auch gemischten, Ableitungen 
bis zur m-ten Ordnung einschließlich besitzt, auch sie alle keiner höheren als der ersten Klasse 
angehören. Jede gemischte Ableitung einer Funktion F(x, y) ist höchstens von der zweiten 
Klasse. Besitzt F(x, y) überall in G sämtliche partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, so sind 
die beiden gemischten Ableitungen fast überallin @ gleich. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung 
des klassischen „lokalen‘‘ Satzes von Young über die Vertauschbarkeit der Differentiationen, 
die aber nicht eine einfache Folgerung des letzteren ist. Aus ihm folgt, daß, falls F(x, y) ind 
sämtliche Ableitungen bis zur Ordnung m besitzt, der Wert einer gemischten Ableitung einer 
kleineren Ordnung als m überall in G, hingegen der Ordnung m selbst fast überall in @ unabhängig 
von der Reihenfolge der Differentiationen ist (Satz A). — Die Beweise aller dieser Sätze bleiben 
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# im Rahmen der Grundlagen der Lebesgueschen Maß- und Integraltheorie und der Theorie der 
U Baireschen Klassen. Es werden dazu eine Reihe von Hilfssätzen der Differentialrechnung dieses 
iM Gebietes aufgestellt, wie etwa der Satz, daß, wenn F(x, y) als Funktion von y einer Klasse < k 
( angehört, so O"F/0x” einer Klasse <Sk+ 1, und ferner werden als Beispiele verschiedene 
; Funktionen konstruiert, deren Eigenschaften einen Einblick in das Verhalten der betrachteten 
Funktionen und der dabei auftretenden Möglichkeiten gewähren; so etwa eine Funktion F (x, y) 
die im Einheitsquadrat überall Ableitungen beliebiger Ordnungen besitzt, aber unstetig auf einer 
! perfekten Teilmenge von positivem Maß ist, oder, darauf fußend, eine Funktion, die eben dort 
| linear stetig, aber fast überall unstetig in bezug auf beide Veränderliche gemeinsam ist. Endlich 
wird die Frage gestreift, wie weit sich die Ergebnisse auf Funktionen von mehr als zwei Ver- 
änderlichen übertragen lassen. Durch Konstruktion von Gegenbeispielen wird gezeigt, daß 
‚ schon für drei Veränderliche die meisten Sätze nicht mehr gelten, hingegen besteht der letzte 
Satz (A) auch für beliebig viele Veränderliche. Svenson (Regensburg). 
' e Smirnov, V. I.: Lehrgang der höheren Mathematik. Bd. 1. 11. Aufl. Moskau- 
" Leningrad: Staatsverlag f. techn.-theor. Literatur 1948. 468 8. R. 14,— [Russisch]. 
i Der erste Band des Gesamtwerkes umfaßt den klassischen Stoff der Lehrbücher über 
Differential- und Integralrechnung in üblicher Darstellung und kann deshalb nicht die Besonder- 
heiten und Vorzüge der übrigen Bände (vgl. dies. Zbl. 31, 156; 35, 110, 322; 36, 148) zeigen. 
Es wird aber im Gegensatz zu den meisten in russischer Sprache erschienenen Lehrgängen der 
Analysis eine strenge Herleitung der Grundbegriffe (reelle Zahl, Stetigkeit usw.) gegeben; die 
entsprechenden Abschnitte sind übrigens durch Kleindruck gekennzeichnet und von der weiteren 
Darstellung etwas getrennt gehalten. Der vorgetragene Stoff wird durch viele ganz oder teil- 
weise durchgerechnete Beispiele sowie durch Tabellen und Figuren erläutert. Kapitelüberschriften: 
I. Veränderliche Größen und funktionale Abhängigkeit. II. Theorie der Grenzwerte. Begriff 
' der Ableitung mit Anwendungen. III. Begriff des Integrals mit Anwendungen. IV. Reihen und 
ihre Anwendung bei der angenäherten Berechnung, von Funktionen. V. Funktionen mehrerer 
| Veränderlichen. VI. Komplexe Zahlen, Anfangsgründe der höheren Algebra und Integration 
‚ der Funktionen. — Kap.II bringt zahlreiche Beispiele aus der Theorie der speziellen ebenen 
Kurven. Kap. III behandelt den Riemannschen Integralbegriff unter Beschränkung auf eigent- 
liche Integrale und enthält einiges über näherungsweise Integralberechnung. Kap. V beschäftigt 
sich nur mit den Ableitungen der Funktionen von mehreren Veränderlichen und der Theorie 
der Extremwerte. Im Kap. VI wird nach einigen kurzen Ausführungen über komplexe Zahlen der 
Fundamentalsatz der Algebra bewiesen. Den Abschluß bilden die wichtigsten Verfahren zur 
Integration rationaler Funktionen mit Hilfe ihrer Zerlegung in Partialbrüche. Hahn. 


Weisel, Heinrich: Graphische Darstellung und Differentiation der Funktionen 
=a* und y=1logx. Veröff. math. Inst. T. H. Braunschweig 1947, Nr.1, 68. 
(1947). 

Um dem Unterricht nicht-fachmathematischer Studenten zu dienen, wird eine 
Konstruktion der Exponentialkurve aus zwei ihrer Punkte gegeben und eine an- 
schauliche Einleitung des natürlichen Lcgarithmus geschildert. @. Hajos. 

Nagumo, Mitio: Note über die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion. 
J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 121 (1949) [Esperanto]. 

Bestimmung der Ableitung der Exponentialfunktion a”, a >0, «a =F1, von 
der nur Stetigkeit und Additionstheorem vorausgesetzt werden. f(x) = a? — (a—1)x 
nimmt wegen f(0) = f(1) und f(2=1) <2-1(f(0) + f(1)) das Minimum in [0, 1] 
in einem inneren Punkte p, 0 <p <1, an. Daraus folgen für genügend kleines 
h > 0 die Ungleichungen art%— (a—1)h Zar, ar-%R + (a—1)h Zar, also die 
Ungleichungen h-1 (a — 1)> (a— 1)a?, h! (a — 1)< (a—1)a”?*?. Daraus folgt 
lim 1 (a 1)a® = ka) und z, ar = k(a)a”. Mit e—2'*®) erhält man 
h>0 
k(e) = 1, k(a) = log a. H.L. Schmid (Berlin). 

Bruwier, L.: Sur quelques eons&quences du th6&or&me de Rolle. Mathesis 59, 
225—232 (1950). 

Si tratta di alcune generalizzazioni interessanti del teorema di Rolle che con- 
tengono alcuni risultatirecentidi Pompeiu [Mathematica, Cluj 22, 143—146 (1946)]. 
Vengono date le interpretazioni geometriche delle formule stabilite. Segnaliamo la 
proposizione: Sia una linea continua di equazione y = f(x) esu questa linea n punti 
distinti A, B,..., L. Esiste sulla linea, tra i punti estremi A e Z, almeno un punto M 
in eui la parabola osculatrice, di ordine inferiore o eguale a n— 1, taglia l’asse 
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delle ordinate nello stesso punto in cui lo taglia la parabola di ordine inferiore of 
uguale a n— 1, che passa per gli n punti A,B,..„L. Giuliano (Pisa). 
Zahorski, Zygmund: Supplöment au mömoire „Sur l’ensemble des points 
singuliers d’une fonetion d’une variable r&elle admettant les derivees de tous les 
ordres“. Fundam. Math., Warszawa 36, 319—320 (1949). | 
L’A. souligne que le th&oreme de Pringsheim, demontre dans son memoire 
en question [Fundam: Math., Warszawa 34, 183—245 (1947)], a ete demontre la 
premiere fois par R.P. Boas d’üne fagon correcte. Auparavant V. Ganapathy | 
Iyer [C. r. Acad. Sci.,'Paris 199, 1371—1373 (1934); de Zbl. 10, 309] avait etabli | 
un resultat plus faible que le theoreme de Pringsheim. Horvath (Paris). | 
Aczel, Jean: Un probleme de M.L. Fejer sur la eonstruetion de Leibniz. Bull. 
Sci. math., II. S. 72), 39%—45 (1948). 
Unter einem Mittel M von &, y mit den Gewichten r, s versteht Verf. eine | 


Funktion u(, ah für die aus A<z,y<B folgt A<SM SB. Fejer fragt 


in Verallgemeinerung eines Leibnizschen Ansatzes zur Erklärung von a” nach den 
Funktionen 9(z), für welche | 
t ru+se\ _ a 

” en +s ) an u( r s 
ist. Verf. zeigt: Ist M reflexiv, homogen in den Gewichten und bisymmetrisch, 


d.h.ist M().)=6 M(, ee und 


em ee une 


kr ks/ ’ 
(«ED ee) - u), 
77,3 076 ke 
so ist 9(2) = u(, = a S ‚ wobei a und b (a <<b) beliebig sind, eine solche Funk- 
tion. — Kitagawa nennt ein Mittel M quasiarithmetisch, wenn es eine stetige 


monoton wachsende Funktion f(f) gibt, ‚derart, daß 


r(v#( ”)) -.7 + si) 


MS! r+Ss 
ist, und fragt nach allen quasiarithmetischen Mitteln. Verf. nennt M monoton in 


den Gewichten, wenn aus s<s', x <y folgt M B ) —M: E %, ‚ monoton in | 


den Veränderlichen, wenn aus y <y’' folgt M (“ ’) <M & N und konsistent, 


b $ : 
wenn M o = M 4 =. ist. Es zeigt sich, daß notwendig und hin- 


reichend dafür, daß ein Mittel quasiarithmetisch ist, die Gesamtheit der 
sechs für die Mittel erklärten Eigenschaften ist. f(t) ist dann die Umkehr- 


funktion der monotonen stetigen Funktion 9(z) =M ( x = Die Forderung 
2% 


der Bisymmetrie läßt sich durch ein Paar einfacherer Forderungen ersetzen. 
Eine Erklärung der quasiarithmetischen Mittel für n statt zwei Elemente läßt 
sich auf den Fall n=2 zurückführen. Die Mittel aus zwei Elementen %,-Y 
mit beliebigen Gewichten r und s lassen sich unter Benutzung der Stetigkeit auf 
die Mittel aus 2% Elementen, die alle gleiche Gewichte haben und alle entweder 
gleich x oder gleich y sind, in bekannter Weise zurückführen. Krafft (Marburg). 


Knaster, B.: Sur une öquivalence pour les fonetions. Collog. math. 2, 1-4 
(1949). N 


Eine Funktion der Gestalt M (x, y) = I! ( 5 “ / “) wird ein guagiarith- 


metischer Mittelwert genannt. Ref. gabdafür folgende notwendige und hinreichende: 
Bedingungen (dies. Zbl. 30, 27): i) M (x, y) ist wachsend, (ii) M ist stetig, (ni) M 
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ist bisymmetrisch: M[M (x, y), M (z,u)] = M[M (x, z), M(y, u)], (iv) M ist re- 
\tlexiv: M(x, x) = x, (v) M ist symmetrisch: M (x, y) = M(y, x). C. Ryll-Nard- 
zewski fand statt dessen folgende Bedingungen als notwendig und hinreichend 
' [Sur les moyennes, Studia math. 11, 31—37 (1950)]: (1) M(0, y) ist stetig, (2) M 
ist selbstdistributiv: M [x, M (y,2)] = M[M (x, y), M (z, x)]. — Verf. beweist, daß 
einerseits aus (i), (fü), (iv), (v) die Formel (2), andererseits aus (i) und (2) die Formeln 
N (ü), (iv), (v) folgen; daß also unter Voraussetzung von (i) die Formel (2) mit dem 
\ Formeltripel (iii),. (iv), (v) äquivalent ist. Dies besteht nicht nur für reelle Zahlen, 
\sondern auch für beliebige geordnete algebraische Systeme. — Die Beweise werden 
‚durch mehrfach (bis vierfach) wiederholte Anwendung von (2) erzwungen. Aczel. 


j Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


| Kakehashi, Tetsujiro: Notes on the eonvergence of interpolations. J. Osaka 
| Inst. Sci. Technology 1,:83—85 (1949). 
j In continuazione di una nota precedente [questo Zbl. 37, 49], ’A. mostra che 
| se f(%) ® una funzione continua in (— 1,1) tale che per la sua derivata di ordine p 
| sussi$ta la limitazione |f® (2) — f®) (2,)| < Kl, — 2%, 0 <a <1,eseS,(x; f) 
Jindica il polinomio di interpolazione di f(x) quando siano assunti come punti inter- 
polanti gli n + 1 zeri del polinomio ultrasferico Pf) (x) e se | 
PEOE Ar RE), 
!allora 8,(x; f) converge ad f(x) quando n — 00. Giovannı Sansone (Firenze). 
Sunyer i Balaguer, Ferran: Sur des resultats de M. S. Mandelbrojt. C.r. Acad. 
'Sei., Paris 231, 18—20 (1950). 
L’A. annonce des r&sultats generalisant ceux de Mandelbrojt [Ann. sei: 
\ Ecole norm. sup., III. S. 63, 351—378 (1946)]. En 6largissant l&gerement les hypo- 
| theses, il n’obtient pas seulement „l’inegalit& fondamentale‘“ de cet auteur, mais 
“aussi une representation d’une fonction analytique dans une bande par une suite 
{ uniformement convergente de polynömes. Horvath (Paris). 


| Gäl, I. $.: Sur les moyennes arithmötiques des suites de fonetions orthogonales. 
4 Ann. Inst. Fourier, Univ. Grenoble, 1, 53—59 (1950). 
| Es sei {fp,(x)} ein orthogonales normiertes Funktionensystem im. Intervalle 


(a,b), und wir setzen s, (x) = B3 9,(%). H. Rademacher bewies [Math. Ann. 87, 
I K=1 : 


N 122 (1922)], daß für jedes e >0 fast überall in (a,b) s,(x) = O (n\/2 (log n)3!2+®) 
| gilt; diese Abschätzung wurde seitdem trotz vieler Bemühungen nicht ver- 


N n 
{ bessert. Verf. betrachtet statt s,(=) die arithmetischen Mittel o,(x) = - = 8. (®) 


‚und beweist, daß für jedes e > 0 fast überall in (a,b) o„(x) =O(nl2 (log n)U2+e) 
"gilt. Dies folgt leicht aus einem Satz des Verf. und J.F.Koksmas [C. r. Acad. 
) Sci., Paris 227, 1321—1323 (1948)], dessen Beweis in vorliegender Arbeit in verein- 
‚fachter Form dargelegt ist. A. Renyı (Budapest). 

| Orliez, W.: Sur la eonvergence uniforme des d&veloppements orthogonaux de 
\ fonetions bornees. Colloqg. math. 1, 218—224 (1948). 

Ricordiamo che: a) una funzione x(t) definita in (a, b) e ivi misurabile si dice 
\'essenzialmente limitata se esiste una costante K tale che |x(t)| <K salvo 
| al piü un insieme di misura nulla, e che l’estremo inferiore dei numeri Ki quali 
godono di questa proprietä prende il nome di essenziale estremo superlore 
od anche norma [|x(t)|| dell’elemento x(t) nello spazio di Banach delle funzioni 
"essenzialmente limitate in (a, b); b) Se X & uno spazio di Banach, una successione 
E = {zx,} dielementi x, di X si dice sommabile col metodo 7’ (Toeplitz) corrispon- 
‚dente al quadro {a,,} a righe finite. [a„,;,=0 per ı > N (n)], se posto 


fi 


se 
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TE) 35 a,;2; elim T,(&)=y,e T & un metodo permanente di somma- 
=1 n>X@ %; ; 
zione Hat da ‚Dt, =„=y sitrae lim 7,(&) = y. — Ciö premesso, sia: 
Nn>X&o 


i) (R) lo spazio , N tutte le funzioni x(t) misurabili in (q, b) essenzialmente: 
limitate, i cui essenziali estremi superiori formino un a numerico superiormente 


N 


limitato, insieme metrizzato con la relazione (x, %) -/ I(t) — y(t)| dt; ü)® = {pift) )} 


una successione di funzioni misurabili in (a, b), er re, essenzialmente limitata e; 
ivi formante un sistema ortogonale e normale; iii) 7 un metodo permanente di, 
sommazione in (M) corrispondente al quadro {a,, „8 Ber finite. — Assegnata 
allora una funzione x(t) essenzialmente limitata in (a, b) si consideri la sua serie 
di Fourier 


(a) m >. p;(t a— [ zit) p,(W)dt, 


tal a 


} 
| 
| 


e sia 


7%?) = Fa), = a pıld); | 


si dice che la serie (1) 3 NE De sommabile col) 
metodo Tin (a, b) se salvo un insieme J di misura nulla la successione {7 (x, r)} 
converge uniformemente nell’insieme (a, b)— I. — L’A. dimostra che l’insieme di’ 
tutte le funzioni x(t)E(R) i cui sviluppi di Fourier secondo il sistema ® sono 
essenzialmente uniformemente sommabili col metodo 7’ formano in (R) un insieme| 
di prima categoria secondo Banach, sono cio® la somma di un’infinit& numerabile 
di insiemi ciascuno dei quali sommato col suo derivato dä un insieme che non con- 
tiene alcuna sfera appartenente ad (R). Giovanni Sansone (Firenze). 
Nikolaev, V. F.: Zur Frage der Approximation stetiger Funktionen dureh | 
Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR.n. S. 61, 201—204 (1948) [Russisch]. | 
Soit ,(2), n=0,1,2,..., le systeme des polynomes orthogonaux et normes, 
d 


| 
dans [a,b] suivant le poids integrale g(x); ) 9, (%) O@m(X) AIR) = Emm = 1 poug| 


n=m, =( pour n-#m. L’A.demontre qu’iln’existe aucun telsysteme, pour lequel | 
la serie de Fourier de chaque fonction f(x), continue dans [a, b], converge uniforme- | 
ment vers f(x) dans [e, b]. N.Obrechkoff (Sofia). 

Timan, R F. und V.K. Dzjadyk: Über die beste Annäherung se 
Funktionen durch gewöhnliche Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 
499—501 (1950) [Russisch ]. 

Verff. teilen mit Beweisandeutungen den folgenden Satz mit: Es sei f(x) in 
[a, 5] stetig und habe dort eine r-te „quasiglatte‘“, d.h. der Ungleichung | 

Is(&) — 29 ((&ı + %2)/2) + g(&,)| < konst. |, — &,| | 
für alle Paare x,, x, in [a,b] genügende Ableitung. Dann gilt für die beste An- 
näherung von f(x) durch Polynome n-ten Grades in [a, b] 
El Ol 

Der Satz verschärft ein Ergebnis von Montel [Bull. Soc. Math. France 46, 151—192 
(1919)], der E,„(f) nur im Inneren des Intervalls abgeschätzt hatte. — Verff. teilen 
weiter mit: Gilt für Z,(f) die obige O-Relation, dann hat f(x) eine quasiglatte Ab- 
leitung im Inneren von (a, b). W. Hahn (Berlin). 

Buchholz, Herbert: Die Entwicklung willkürlicher Funktionen nach den Eigen- 
funktionen des Drehparabols. Z. angew. Math. Mech. 30, 287—288 (1950). 

Die Eigenwertdifferentialgleichung 


in -E-Hrrir- 


. 5 45 
hat die für u >—1 im Nullpunkt endliche Lösung (—i n)3 Ma 42 in). 
‘Ein vollständiges Orthogonalsystem von Eigenfunktionen z.B. für das Intervall 
| (0, 90) ergibt sich daraus für diejenigen A,, für die M; „ug (— in) = 0. Für die 
| Entwicklung einer willkürlichen Funktion nach diesen Eigenfunktionen kann man 
‚sich dann nicht auf den Sturm-Liouvilleschen Satz stützen, wenn das Intervall. - 
in dem die Entwicklung erfolgt, eines der folgenden ist: (0, N) (g C0)(0, 00) 
(0 ist singulär). Für diese drei Fälle gibt Verf. Reihenentwicklungen bzw. Integral- 
darstellungen ohne Beweis an, deren Gültigkeit nach Verf. mit der Methode von 
, Titehmarsh (Eigenfunction expansions, Oxford 1946) für solche „singular cases“ 
Ü bewiesen werden kann. [Druckfehler: in (5) dA statt dn, (—i y) statt (— in), in (6) 
di statt dn.] R Karl Prachar (Wien). 
Povzner, A.: Über die Diehtigkeit der Funktionenfolge e'%tin L?(—n,r). Doklady 
| Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 163—166 (1949) [Russisch]. 
| Beweis des folgenden Satzes: Die Funktionenfolge ei%t (oo <s <-+ ) 
ist n Z?(—n,r) dicht, wenn 1) | ,—Al<h, s=+1,432,...; 2) bei den Be- 
zeichnungen 
x =Re(ll-), B=RBeü,+s) (>0), 


4 
N : 


% = lim ||, ß — lim |ß,, A=-im- 3 (—ß,) 
N s—=1 2 


die Werte x <4,  <4, A <} ausfallen. — Die zweite Bedingung ist erfüllt, 
‚wenn die Werte 7, reell sind und A <}# ist. Sodann ergibt sich ein Satz von 
Levinson als Sonderfall [Duke math. J. 2, 511 (1936); dies. Zbl. 15, 155]. — Der 


3 Beweis wird durch Entwicklung von ei’ — 53 p,e'*t in eine Fourierreihe 
—n 

' 23 9x.n(4) e€*® geführt, bei der durch geeignete Wahl der freien 

EE=+t(n+1),E(n+2)... ° 

h Koeffizienten p, die Glieder für k=(0,+]1,...,+n fehlen, und durch den 

} Nachweis, daß für einen beliebigen Wert von A gilt: 

1 lim 23, aM? =0. 

il n>o k=+(n+Jll), £(n+#2)... 

3 Zu dem Zweck wird der Ausdruck |g,„(4)| in längerer Rechnung geeignet umge- 

% formt und abgeschätzt. Svenson (Regensburg). 
Hirschman jr., I. I. and J. A. Jenkins: Note on a result of Levine and Lif- 

© schitz. Proc. Amer. math. Soc. 1, 390—393 (1950). 

Let f(t) be summable over (—r,r) and f(t) m a,/2? +&%a,cosnt + b,sinnt. 

X Denote by N (t) the number of indices n, <t for which a,„, and b„, are not both 

f equal to zero and put 


n N (t 
Ein =logr + 22 | ee 


h ) 
j Let y(x) (0 <a <2r) bea non-negative, non-decreasing function, and suppose that 
! 7 


j f Ife)|dt <y(a); fit) is then said to have a left-hand zero of order y(a) at t=n. 
un—o 
Let finally «= n(r) be the inverse function of r =— x !logy(«). Generalizing 
";& theorem of Mandelbrojt [Series de Fourier et classes quasi-analytiques de 
© fonctions, Paris 1935, Ch. VII; ce Zbl..13, 110] Levine and Lifschitz [Mat. 
Sbornik 9 (51), 693 (1941); cf. Levin, ce Zbl. 36, 55] have proved that 
lim inf [3&(2r) — rn(r))] = — © 

T>0 

implies f(t) = 0 almost everywhere. As Ö(ar) <a? L&(r) for largerand x >1, 
‚the conclusion holds if we suppose 
RK) lim inf [e &(r) — rn (n)]) =— © 


T>0 
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| | 7 
ö 4 


with e—=12. The authors prove that the conclusion still holds if in *%) c—n. 
Levine and Lifschitz have shown that for c <} the theorem fails. If we replace 
lim inf by lim in (*), then en [2 + e) Er nr )]=—-% (e>0) implies 


fd) = 0 almost everywhere. Ren results hold for two sided zeros of iW). 
Horvath (Paris). 

Kahane, Jean-Pierre et Pierre Lalague: Quasi-analytieite des fonetions sommes; 
de söries de Fourier laeunaires. C.r. Acad. Sci., Paris 230, 2250—2252 (1950). 

Les AA. annoncent quelques resultats concernant la relation entre le comporte- 
ment d’une fonction au voisinage d’un point et la repartition de ses exposants de 
Fourier, considerde pour la premiere fois par Mandelbrojt [cf. la reference dans 
l’analyse precedente]. Voici le theoreme prineipal: Soit 

fx) = a, + Za,cos}, x +b,sind, 2 #0, Z(a,| + 1b) <oo, n/A,—>0. 
Pour toute suite g, telle que. g,/A, <oo on a 


lim «=? Max (91 - 9,0°)=2] f f(x) de >0, 


>0 j 


2 » } 
lim &” bee Elgı 3° 9502) 2] N If(x)]? de 0. 
“>0 { 0 
Corollaire: Si f(x), nn derivable, verifie les m&mes hypotheses, f®(0) =0 
et | (z)| <m,, alors (5 A, (m 51/3 ;_ 3)? = ©©. Le theor&me admet aussi 
une reciproque. (Corrigenda communique par les AA.: p. 2251, ligne 1 du haut: 
La phrase ‚„Supposons ... pour j >j,.“ est & a par “son lim n/}, = 0°: 
p: 2252, ligne 1 du haut: au lieu de „Des ee (4/41) 09° ro, Dies que 


Sn 2; <oo ie particulier des que DI a2 


7 Ayrı 
365% lre, ,, nn 
> Pjtı 


a&* lire & =, 2 au lieu de a? lire &”?.) Horvath (Paris). 


Izumi, Shin-ichi: ee of (the jump of a) funetion by its Fourier 

series. Notes on Fourier analysis. XII. J. math. Soc. Japan 1, Nr. 3, 226—231 (1949). 

L. Fejer e F.Lukacs hanno dimostrato che se f(x) & una funzione periodica 

di periodo 2z, sommabile, e s,(x), 0,(x) indicano rispettivamente la somma e la 

media artimetica dei primi n + 1 termini della serie coniugata della serie di Fourier 

di f(@), se y,() = FR +1) — f(x —t) e se in un punto x esiste un 1(x) tale che 
: 


; ligne 10 du haut: au 


= do“: ligne 11 du haut: au lieu de‘ 


[vd — Um)| dt = o(t) allora 
0 
(1) lim 8, (z)logn = — Ka)/r. 


N>00 
Successivamente O. Szasz (questo Zbl. 19, 15) ha provato che se 


t t r 
MD Sm -ura<ol, ed) JS W-Imld=-0M, 
allora 


(8) lim (0,,(2) — 0,(%)) = 1x) (log 2)[. 


Nn>00 


L’A. dimostra i) se insieme alla (2,) vale la limitazione 


we) 
rt et Zoe) = En ee n) 


an 
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allora sussiste la (1): ii) se insieme alla (2,) vale la limitazione 


L o RE (lt — 
e@ZmeZznl og) 


N el , En 
\ allora sussiste la (8). Giovanni Sansone (Firenze). 
'n Matsuyama, Nöoboru: On the jump of a function and its Fourier series. Notes 
on Fourier analysis. XXXII. J.math. Soc. Japan 1, Nr. 4, 212-218 (1950). 

l, O. Szasz [Trans. Amer. math. Soc. 54, 483—497, p. 492 (1943)] ha dimostrato 
| che se f(x) € una funzione sommabile, periodiea, con periodo 2, e 

a oo 
ea) m 39+ 7 (a,„cosn x + b,sennx), 

? n= 


se posto y(u) = [f(u) — f—u)] /2 esiste un numero s tale che 
rs t t 
JeW—ddu=coh, JS iyw—sldu=00), 


| allora i 
, (0,2) lim nb, = 2sjr. 
n>&0 


L’A. considerando la sommabilitä ‚di M. Riesz prova i seguenti teoremi: i) Se 
(R,logn,a)-limy(t)=s, a>0, allora per qualunque 6>0 siha 
t>0 f 


(R,logn,a +1+ ö)-Iim nb, = 2s/r; 


i Nn— 00 
| ü) Se perun a>1 e (R,logn,a)-lim nb, = 2s/r, allora per qualungque 6 > 0 
n—&0O 
| siha “ 
(R,logn,a+1+ ö)-imy(t) =s; 
t—>0 
f iii) Se posto u(t)=1 per tin (O,rn)e al)=—1 pertin (-n,0), esiste un ' 


) numero s tale che posto g(t) = y(t) — su(t) 


7 
| u\a—1g(u) 
| t 
4 per una >1 risulti 
f 7 
gut) = o (log ij), Sf \g.. (| dt = 0 (log It)" 
| t 
} allora per qualunque 6 > 0 
(R,logn,a + ö)-lim nb, = 2s/m. 
n>0X0 
Giovanni Sansone (Firenze). 
Zamansky, Mare: Classes de saturation des proc&des de sommation des series 
4 de Fourier et applications aux söries trigonome6triques. Ann. sci. Ecole norm. sup., 
| III. S. 67, 161—198 (1950). 
| Dans la premiere partie de ce travail l’A. reprend l’e&tude du probleme de saturation qu’il 
a dejä considere dans sa These (ce Zbl. 34, 187). Cette fois il s’agit des procedes de sommation 
N (g) definies par une fonction sommatoire g(w). Soit g(w) une fonction definie pour Osusi 
X telle que g(0) = 1, gl) =0. (*: a2 + N a,cospx,+ b,sinpx &tant la serie de Fourier, 
) de f(x), on pose 


Ber: \ 
T,ehb)=-+ 23 (2) (a, cospx + b,sinpe). 
2 p=1 n 


| L’approximation de f(x) par ces T'„(g; f; x) a ete etudie r&cemment par B. Sz.-Nagy (ce Zbl. 

| 84, 44). S’ilexiste une fonction croissante p(n) telle que pour toute fonction f(®) il existe une 

Ü-constante a > 0 verifiant max [p(n) |f(x) — T,(9; f; x)|]] > a pour tout n, mais d’autre part 
> 07 


ET 
Er 
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il existe des fonctions f(x) pour lesquelles @(n) |f(x) — T;(g; f; x)| <b pour tout n, oü d ne 
depend que de f(x), alors on dit que le proced6 (g) se sature. La classe de saturation de ce procede 
consistera des fonctions telles que |f(x) — 7„(9; f; x)| =O (1/p(n)). On dira que le procede (g), 
defini par g(u),est du type 2, sig’ (u),..., g”*” (u) existent, g(0) =1,g’())= = gr» (0)=0, 
gw +0 [par exemple g(u) = 1— u? verifie ces hypothöses]. Designons par E„(f) la meilleure | 
approximation trigonometrique d’ordre n de f(x). Alors: 1. Si le procede (g) est dutype pet 
si En() = On) [resp. o(m”)], alors If) — Tng;h;@)|=O(n”) [resp. o(m*)] pour 
r<p. [L’A. a bien voulu nous signaler que la d&monstration de ce theoreme (p. 174) estin- 
complete et qu’ellesera completee dans une publication ulterieure.] 2. Le procede (g) du type p 
se sature pour l’approximation d’ordre O(n?). Pour qu’on ait |f(x) — T,(g; }; 2)| = O(n?) 
il faut et il suffit que f?® eLiplsip=2m+1, f?” eLipl si p=2m. L’A. considere 
aussi bri®vement les procedes definis par ga) =1—u* (<a<I1) etpar gw=1+ u”, | 
p entier [pour cette derniere g(1) + 0]. — La deuxi&me partie du memoire contient divers. 
applications des resultats prec&dents dont nous pouvons eiter seulement quelques-unes. Designons 
par $, la n-itme somme partielle et par o, la n-ieme somme de Fejer de la serie (*), par S„ resp. 5 
les quantites correspondantes de la serie conjuguee. Soit w(k) le module de continuite de f(z). 
1. Si g’(u) est & variation borne, T,(;N-fF=-g (IM) (m —f+OL[o (l/n)]. 2. Soit | 
n/2 

I) = [ [fe + 21) — f(x —2t)]cotgtdt, les quantites suivantes sont egales a O[w(1/n)] 
| 


In | 
pres: Sn (2) un (2), 5, (z)/R, 8, ze r/2n) — f(x), I(&) — S,(z — a]2n). 3. Si Sn (z)/n —g 


uniformement pour «< x< ß, (*) converge uniformement sur tout segment interieur & («, ß): | 
si (*) converge uniformement sur (x, ß), 87, (z)/n— 0 uniformement sur tout segment interieur | 
& (&, ß). 4. f(x) etant continue, tout segment de longueur 2r/n ayant pour centre x, contient 


au moinsun point x + a, telque |S„(x + &,) — f(x)| < A w (1/n). Ce resultat est a rapprocher 


des theor&mes de Rogosinski [Zygmund, Trigonometrical Series, Warszawa 1935, p. 181; 


ce Zbl. 11, 17]. 5. Si Z,(f) =O(1/n) [resp. o(1/n)], 


h 
[ en — f(x + h) + f(x) = O(h) [resp. o(R)], 
0 


+00 
= [ era rtG IE 4 a + Re) = Ok) [resp- o(h)], 
h 


Fan) -Me+h)+fte)=Okh) [resp. o(h)]. 


6.8i 8, —f=Oln”) [resp. o(n”)], on a aussi 5, —f' =O(n”) [resp. o(n)]; pour qu’il | 
en soit ainsi il faut et il suffit que pour unentier k>r on ait 8% (x) = O(n*") [resp. o(n*”)]. | 
7. Soit I a,cosp x -+ b,sinp x une serie trigonometrique, S,„(x) sa n-ieme somme partielle. 


Si S(® (2)=O(n*) [resp.o(n*)] pour un entier k, doncen particulier si 53 ?* (ja,! + |d,)= O (nk) | 
p=1 | 


[resp. o(n*)], alors 
or er z De 


uniformementen z,0u n= +]. F(.x)=C+ > a,sinpx —b,cosp ae result generalise 


EN p 
des theorömes de Fatou [Zygmund, l.c., p. 172]Jetde Zygmund [Duke math. J. 12, 47—76 | 


(1945)]. 8. Si fa) Na,cospx„+b,sinpx et si SP(x) = o(n*) uniformement en x, 
h 
alors cette serie de Fourier converge vers f(x) entout point zou [ |f(x +1) — f(x)| dt= o(h). 
. LAN . ” 0 
9. Si pour la serie trigonometrique I) @n,c08N,x + dn,sin n, x, Anp—>0, dn,—0,. 


= nE = O(ny,) (m entier > 0), alors cette serie converge sur un ensemble partout dense. 


i \ ET SRD- 
10. Si f(@) = 3 An,C08n,% + bn,sinn,x etsi N) nm=O(nm), alors cette serie de Fourier 


h 
converge vers f(x) en tout point x ou [ [f(x + £) — f(z)| dt = o(h). Ce dernier resultat est une 
Ö 


variante d’un theoröme de Kolmogoroff [Zygmund, l.c., p. 252]. 11. Si E (N = o(n”2) 
l’existence en un point d’une derivee generalisee seconde de f(x) entraine V’existence de la derivee 
seconde ordinaire et les deux derivees sont egales. Horvath (Paris) 
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Sinvhal, $S.D.: On Cesäro non-summability of Fourier series. II. Proc. 
Benares math. Soc., n.S. 9, 43—47 (1947). 
E f(x) une onen L-integrable Peecnune de periode 277 et posons 


il ol) = > ie t) + f(x —t)— 2f(x)], Al) = [0 dt. Par un exemple l’A, 

al, Ö 

ı montre que la condition A(t) = o ((log 1° <a <Et>0, n'est pas suffe 
sante pour la sommabilite (C', 1) de la serie de Fourier correspondante & la fonction 

ik (x). N.Obrechkoff (Sofia). 


fr Spezielle Orthogonalfunktionen : 


N Oniga, Theodore: Sur une gen6ralisation des fonetions eireulaires et hyper- 
‚) boliques. C.r. Acad. Sci., Paris 227, 1138—1140 (1948). 
Es sei & eine primitive n-te Einheitswurzel, A = ei”. Dann setzt Verf. 
\ ER Lee... + ee edr® + APR... gAane 
D,ı 7 n ’ Ena = n > 
Re a un dep, 
nr dx dak-ı de. dek-ı 


2 le 


X Für n=2 ergibt das die up, und Kreisfunktionen. Für die neuen Funk- 
} tionen gilt ®,„.. = Dr Fans =— Par: Eine Reihe bekannter Formeln für die 
| Hyperbel- und raten ED ln Potenzreihenentwicklung, 
" Additionstheoreme usw.) wird auf die neuen Funktionen ® und W übertragen, 
jedoch sind diese Funktionen für n > 2 nicht mehr periodisch. Krafft (Marburg). 
| Mayrhofer, Karl: Über die Ableitungen der Legrendreschen Kugelfunktionen 
- 2. Art in der Nähe der singulären Stellen. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. 
| K1., S.-B., IITa 156, 567—572 


IA eönsidera le funzioni Q,(x) di Legendre di seconda DarN Re dalle 
relazioni Q, = 2!log ((x ® 1) — 1 )) per |2| >1, 9, = 2Tlog((1 + a)/(1—x))- 
per |2|<1, , =2r9—1 n+ ee (2n +1) xQ, +n9,1= 2 2ER 
e prova la formula lim (#2 — 1) 9 (x) = (—1)" (k— 1)!27, (k=1,2,...), dalla 

j z>1l 
Quale, psto =1+£, con &>0e a, sitrae per Q#%(x) l’espressione 
äpprossimata (*) (—1)% (k—1)!212%,(k=1,2,..;n=0,1,...).— Da questa 
’ formula si ha Q),(1,001) =— 5.10%, @, (1,001) =5.-10%, mentre & ad esempio 
Q; (1,001) =— 469; @%/ (1,001) = 492761. Per la funzione @, (x), quando 
EEE <E<4,L, YA. dimostra che si ha Q, (2) <21E2, cioela (*) da in questo 
 caso un valore per eccesso di @, (x) Giovanni Sansone (Firenze). 


Infeld, L., V. G. Smith and Ww. 3. Chien: On some series of Bessel functions. 
.J. Math. Phys., Massachusetts 26, 22—28 (1947). 
Die Verff. formen die mit Hankelschen Funktionen gebildete Reihe 


|- 2n >: cos (2rrkm) HD (nz Ym: + 2) (<k<1) 
m=1 

| um. Sie läßt sich als Summe von H@)(2ez) und einer mit einfachen Exponential- 
funktionen gebildeten unendlichen Reihe darstellen. Der Beweis benutzt die Pois- 
sonsche Summenformel, die auf die Fouriertransformierte der hinter dem Summen- 
zeichen stehenden Funktion, als Funktion von m angesehen, angewandt wird. Von 
besonderem Interesse sind einige Fälle, die aus der allgemeinen Formel durch Spe- 
zialisieren der Parameter, insbesondere durch den (nichttrivialen) Grenzübergang 

.e—0 gewonnen werden können. Beispielsweise ist 


co LO | 2 1 1 
'n > UrY (um) =—(y+log)+2 2-1? > (Ve nl 
m=1l n= 


not+1 
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Darin ist n, die größte Zahl, für die 2? > (2n,— 1)? ist, y die Eulersche Konstante. f 
Die Reihe auf derrechten Seite läßt sich noch ineine besser konvergierende umformen, f 
Als Koeffizienten treten dabei die Ausdrücke N n2?-1 auf. Da diese tabelliert sind, f 
kann man die Werte der Summe $ (—1)”" Y,(2mztz) numerisch angeben. Die Verff. | 
geben für diese Werte im Intervall 0 <z <3, die für ein physikalisches Problem f 
von Bedeutung sind, eine Tabelle und ein Kurvenbild. W. Hahn (Berlin). 
Bailey, W. N.: On the basic bilateral hypergeometrie series z,. Quart. J. 
Math. (Oxford II. Ser.) 1, 194—198 (1950). | 
Die zweiseitige basische Reihe ist durch | 

. +0 

&ß, er I (&)n (B)n n | 

„Pr 1,5; sn: (in | 

mit (a)„=(1—a) (1—ag):--(1—ag"), (a)_„=1/(1—ajg)--(1—al*), (a, =1) 
definiert. Verf. beweist durch direkte Rechnung die Formel | 
«ß. 1 _ TITAN Ay) az) L—Sgrle) «ßz]jö ©, 67) 
SA 18 (1 gt/p) (1 —yögta 2) (1 — Öa") (12 g”) Sc x % y’ = | 
die übrigens — was Verf. nicht bemerkt — die zweiseitige Verallgemeinerung einer | 


von Heine herrührenden Formel für Heinesche Reihen ist, sodann eine interessante 
Formel, die den Wert | 


ENT 
‚Pe BE ale agld’ ef 
mittels einer ‚7%, auszudrücken gestattet. W. Hahn (Berlin). 
Hahn, W.: Über die höheren Heineschen Reihen und eine einheitliche Theorie | 
der sogenannten speziellen Funktionen. Math. Nachr., Berlin 3, 257—294 (1950). 
Chiamansi serie generalizzate di Heine le serie 


nPn-1 (81; nn An b,; er} g; x) 


[0,0] 
= e A == a); SEE @,)r [el bi), ' DU (=, (1 RR Fur ar 
dove la costante q (reale o complessa) & diversa da 1, e il simbolo (1—a), per r 
intero, non negativo, e definito da 


d-a,=1, d-a,=(1-a)(1—ag)---(l—agr-}). 
Se (l—a, 2). .(l—a,2)= Ar, (1—b5]2).--(1—b, 12) (1—g2) = SB, 
= v=0 


la „9, soddisfa l’equazione alle differenze geometriche 


| 


N 


© 2a Aare 
= 
la quale si lascia integrare mediante serie della forma 


x =_ ars al Bot 0 er Or ar 


dove il simbolo (1—.a), ha in generale il significato 
5 
(1a) et (Ze) dZagrnz, 

Successivamente, generalizzando le ricerche di altri autori, relative al caso parti- 
colare che nella (1) sia n = 2, I’A. costruisce, qualunque sia n, un sistema fonda- 
mentale di n integrali dell’equazione (1), e cosi pure, mediante l’uso dell’equazione 
alle differenze aggiunte, l’A. stabilisce delle relazioni bilineari tra le 92-1, — Una 
trasformazione funzionale, che si riconnette a quella di Laplace nel campo eontinuo 
permette di studiare le „p,_, per grandi valori della variabile x. — Questa inter- 
essante memoria e due precedenti dello stesso Autore (questo Zbl. 31, 390: 33 57) 
consentono di schizzare una teoria unitaria delle cosi dette funzioni speciali e parti- | 
colarmente di quelle della fisica-matematica. Giovanni Sansone (Firenze). 


"l Funktionentheorie: 


Leont’ev, A. F.: Über Interpolation in der Klasse der ganzen Funktionen end- 


| ‚licher Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 785—787 (1948) [Russisch]. 


Designons par M,—la classe de fonctions entieres d’ordre <o, 0 <o <oo; 


| I) — l’indice de convergence de la suite desnombres {u,}: 4 = f(q, u,)— tel nombre 
il entier, que pour q non entier , <q <q, +1, et pour gentier ,+1=g ou 


ü . RES Se} 
! 9, =q suivant que la serie N |u,|”? converge ou non; 
n=1 


ah ku) = ea I] (1-E)esp (24:4 25) 
n=1 Hn Un Mena Ja 


Ih L’A. demontre le th&oreme suivant: Soit {A,}%, A| < A| S'--, une suite de 


nombres complexes arbitraires. Alors pour que pour chaque systeme de nombres 
{a,}, tel que lim log log |a„|/log |4,| So, 0 <e< ©, ilexiste au moins une fonc- 
N >00 


| tion w(z) € M, avec la propriete ol) ar mir) ilfautet il aufkit 
Y quesfa suite {A,} satisfasse aux conditions 


A. f(A,) Se, B. lim (1/log |A,|) -loglog |1/F’(A,)| <o, 


BUF (2) = f(2,0,%, 1), k= f(0,4,): N.Obrechkoff (Sofia). 
Goluzin, 6. M.: Über Mittelwerte. Mat. Sbornik, n. S. 25 (67), 307-314 
(1949) [Russisch]. 
Es seien z,, (k=1,23,.:,n; 1=1,2,...,m,) nichtnegative Zahlen, und 
%ı S%2 SS’ STm, fürk=1,2,...,n, ferner seien p,, reelle Zahlen, die den 
Bedingungen BER Nele ms ke 132, N), und. = Zu 1 
=s =11=1 


genügen. Verf. beweist, daß, wenn S, = B3 
k=1 

nichtabnehmende Funktion von A und log 8, konvexe Funktion von A im Intervall 

(0, oo) ist. Mit Hilfe dieser Sätze beweist er folgenden Satz: Es sei f(z) im Kreise 

lz2| <1 regulär und p-wertig, f(0) = 0, und man setze 

27 
1. . k 

NO) 

Wenn m(r) (0 <&r <1) zusammen mit seiner Ableitung stetig, m(0) = (0 und 

m’ (r) monoton wachsend ist, wenn ferner M;(r) <m(r) ( <r<i1) ist, so gilt 

ur) 0 Su <A und O0 <r<i 


my 
= Pyı %k , gesetzt wird, 81/A monoton 


(1) M;(r) 


e 
(2) Mer) < Ef m’ (eo RoW9—1 do. 


Für den speziellen Fall A=2 und p=1 (d.h. für schlichte Funktionen) hat Verf. 


diese Ungleichung schon in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 36, 187) bewiesen. 


A. Renyı (Budapest). 
Iliev, Ljubomir: Über endliche Summen schliehter Funktionen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 70, 9—11 (1950) [Russisch ]. 
Es bedeute $, die Klasse aller im Kreise |z| <1 regulären und schlichten 


Funktionen 


(1) I=2:t+W%#+ 


. und S, die Klasse aller zu S| gehörenden ungeraden Funktionen 


(2) Part + 


Verf. beweist, daß für n >15 die n-te Partialsumme s,(z) der Reihe (1) im Kreise 


4% 


s | | 
4log n 
ae 


el schlicht ist, ferner, daß für n >11 die Partialsumme o,(z) der 


Bien schlicht ist. Ferner gibt Verf. einen Be | 
n 


Reihe (2)im Kreise |2| is 
fachten Beweis (für n > 4) des Satzes von G. Szegö [Math. Ann. 100, 188 (1928)], | 
nach dem s,(z) im Kreise |2| <# schlicht ist. Die Beweise stützen sich auf frühere | 
Sätze des Verf. (dies. Zbl. 36, 189), nach welchen 


Ä fe) -f@)| „ 1—r | 

für f@)ES, 5 —, |\<arm | 

falls, =r, 2 zr..2 62, 0er sund | 
. Pl) — 9%) Ir 

ee 2 I - (et72)2 | 


unter den gleichen Bedingungen gültig ist. Die Restglieder f(z)— s,(2) bzw. 
(2) — 0,„(z) werden mit Hilfe bekannter Ungleichungen bezüglich der Koeffizienten 
abgeschätzt. A. Renyi (Budapest). 
Postnikov, A. 6G.: Über die differentielle Unabhängigkeit von Dirichletschen 
Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 561—564 (1949) [Russisch ]. i 
Zur Verallgemeinerung von Ostrowskischen Resultaten, methodisch z. T. unab- 
hängig, wird gezeigt: Dirichletsche L-Reihen f, (s) (0=1,...,r) vom Charakter mod. m 
sind differentiell unabhängig, d.h. es gibt kein Polynom ® von s, fi (s),...., f,(s) und 
deren Ableitungen, so daß ®(s, f{P (s)) identisch null ist ins. Der Kunstgriff, beim |) 
Beweise Glieder mithohen Primnennern weglassenzu können, stammtvon OÖstrowski. 
Von den Resultaten von Popken (dies. Zbl. 33, 121) wird kein Gebrauch gemacht. 
Hoheisel (Köln). 
Caratheodory, Constantine: A proof of the first prineipal theorem on conformal - 
representation. Studies Essays, pres. to R. Courant, 75—83 (1948). 
Es handelt sich um die Abbildung eines schlichten, im Innern des Einheits- 
kreises gelegenen Bereiches von beliebiger Zusammenhangsordnung auf das Innere | 
des Einheitskreises. Sie wird in bekannter Weise durch eine Folge von Quadrat- 
wurzeltransformationen bewirkt. Trotz eines einem Kenner der einschlägigen | 
Koebeschen Arbeiten auffällig groß erscheinenden Formelapparates wird die Kon- | 
vergenz des Verfahrens nicht durch direkte Abschätzungen erschlossen, sondern auf 
dem Umwege über die Theorie der normalen Funktionenfamilien in Verbindung 
mit der eindeutigen Bestimmtheit der Abbildungsfunktion. Brödel (Jena). 
Gilbarg, D.: A generalization of the Schwarz-Christoffel transformation. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 35, 609—612 (1949). 
Setzt man an Stelle der gewöhnlichen Schwarz-Christoffelschen Formel die 
folgende: 


wa]; [HI (ea, (@— a,)%] IR (2— a dz + B 


mit reellen 5b, und f,, so erhält man als Bild der mit endlich vielen Einschnitten 
versehenen oberen 2-Halbebene einen Bereich, der zum Teil von Geraden begrenzt 
ist, zum Teil von den Biidern der Einschnitte, wobei die Bilder je zweier gegenüber- 
liegender Ufer durch eine lineare Transformation aufeinander bezogen sind. Ebenso 
wie die Schwarz-Christoffelsche Formel die allgemeinste Polygonabbildung liefert, 
ergibt der modifizierte Ansatz die allgemeinste Abbildung auf eine über der w-Ebene 
liegende, einfach zusammenhängende, polygonal begrenzte Riemannsche Mannig- 
faltigkeit mit endlich vielen algebraischen Windungspunkten und endlich vielen 
Paaren scheinbarer Ränder, die je in einem Scheitel zusammenstoßen und durch 
lineare Transformationen aufeinander bezogen sind. Brödel (Jena). 
Terzioglu, A. Nazim: Über den Kocbeschen Verzerrungssatz. Rev. Fac. Sei. 
Univ. Istanbul A 15, 113—-118 und türkische Zusammenfassg. 113 (1950) 
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Deux d&monstrations d’un theoreme bien connu de Koebe sur le domaine 


image d’une fonction univalente dans le cercle unit6. Les d&monstrations reposent 
‘ sur l’introduction d’une fonction m(x) definie comme integrale prise le long d’un 
segment parallele & l’axe des y du carr& d’une fonction intervenant dans une certaine 
 transformation du domaine image. Stoilow (Bucarest). 


LeVan, Thiem: Le degre de ramifieation d’une surface de Riemann et la erois- 
sance de la earacteristique de la fonetion uniformisante. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 
1192—1195 (1949). 

Die Verzweigungsordnung einer Riemannschen Fläche, die sich aus schlichten 
z-Halbblättern zusammensetzen läßt, und die Charakteristik der zugehörigen 
Uniformisierungsgröße zeigen bei hyperbolischem Typus, wie man von Beispielen 
her weiß, ein komplementäres Verhalten. Die Verzweigungsordnung wird durch 
eine Funktion u(n) gegeben, die angibt, wie viele Halbblätter man, ausgehend von 
einem ersten, beliebig fixierten, durch n-maliges Überschreiten des zugrunde gelegten 
Schnittsystems in der z-Ebene erreichen kann; die Charakteristik 7 (r) gibt an, wie 
viele Halbblätter bei der Abbildung durch die Grenzkreisuniformisierende w(z) in 
den Kreis |w| <r(<1) eindringen. Verf. zeigt an einem neuen, einfachen Bei- 
spiele, wie man u verkleinern und gleichzeitig 7 vergrößern kann. Brödel (Jena). 


Tsuji, Masatsugu: A remark on Schottky’s theorem. J. math. Soc. Japan 1, 
Nr. 3, 266—-269 (1949). 

Die Funktion fe) =a,+a,2+::: seifür || <1 regulär und #0, #1. 
Es wird bewiesen, daß |f(z)| Sexp [4 (log Ja.) 1— |2|) + B (log (|a,| + 2)) (1—e])], 
wo A und B positive numerische Konstanten sind. Dieser Satz verschärft den be- 


' kannten Schottkyschen Satz, falls |a,| klein ist. V. Paatero (Helsinki). 


Noshiro, Kiyoshi: Note on the eluster sets of analytie funetions. J. math. 
Soc. Japan 1, Nr.4, 275—281 (1950). 
Im Gebiet D sei f(z) von meromorpher Natur. Auf dem Rand ( sei # eine abge- 


‚ schlossene harmonische Nullmenge. Für einen Punkt z, von E bildet man a) die 


(D) 


h abgeschlossene Menge 8, aller Grenzwerte von f(z) auf Folgen z,, welche innerhalb 


D gegen z, streben, b) die abgeschlossene Menge a ‚ die für r—0Ohervorgeht, wenn 
für I?’ —z,| <r und z’ auf O—E die abgeschlossene Hülle der Vereinigungsmenge 


aller SP gebildet wird. Nach Tsuji [Proc. Acad. Tokyo 19 (1943)] ist 


Q = 8) — Be offen (oder leer) und besteht somit aus einer höchstens abzähl- 


baren Menge zusammenhängender Teilgebiete 2,. — Wenn nun D einfach zusammen- 


hängend ist, beweist Verf., daß, höchstens mit Ausnahme von zwei Werten, jeder 
Wert in 2, in beliebiger Nähe von z, innerhalb D angenommen wird. Und wenn zwei 
Ausnahmewerte in einem und demselben (2, existieren, kann überhaupt kein wei- 
terer Ausnahmewert in bezug auf z, vorkommen. Der Beweis stützt sich auf den 
Hauptsatz der Ahlforsschen Theorie der Überlagerungsflächen. Daß die Aussage 
dieses Satzes im Falle dreier Ausnahmewerte nicht erfüllt sein kann, wird dadurch 


| gezeigt, daß die betreffenden Längen- und Inhaltsgrößen mit Hilfe eines Niveau- 
| liniensystems konjugierter harmonischer Funktionen ausgedrückt werden. Es han- 


delt sich hierbei um die harmonische Funktion von Evans [Mh. Math. Phys., 
Wien 43, 419 (1936); dies. Zbl. 14, 113] und H. Selberg [Avh. Norske Vid.-Akad. 
Oslo, I, Nr. 10 (1937) ; dies. Zbl. 17, 260], welche in einer vorgeschriebenen harmonischen 
Nullmenge unendlich wird. Weitere Hilfsmittel sind die Schwarzsche Ungleichung 
und eine Verschärfung des Verf. eines Satzes von Iversen über die asymptotische 
Annäherung an Ausnahmewerten, für welche Verschärfung [J. Fac. Sci., Hokkaido 


“ Univ., I 6, S. 227, {heor. 4 (1938); dies. Zbl. 18, 315] Verf. jedoch u. W. keinen 
. Beweis publiziert hat und die jetzt ohne Aufrechterhaltung aller Voraussetzungen 


ausgenützt wird. G. af Hällström (Äbo). 
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Noshiro, Kiyoshi: A theorem on the eluster sets of pseudo-analytie functions. | 


Nagoya math. J. 1, 83—89 (1950). | 

In this note the author makes an extension of his previous result foranalytie func- 
tions (reviewed above) to pseudo-analytie (p.a.) functions in a domain D and 
relaxes the condition that D be simply connected. The proof depends on a lemma 
that the maximum principle for bounded p. a. functions holds even if a set of capa- 
city zero is removed from the boundary, and, as before, on the general theory of 
covering surfaces. Carleson (Uppsala). 

Behnke, H. und K. Stein: Konvergente Folgen nichtschlichter Regularitäts- | 
bereiche. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV.S. 28, 317—326 (1949). | 

In einer früheren Untersuchung der Verff. [Math. Ann. 116, 204—216 (1938); 
dies. Zbl. 20, 378] haben sie den Satz bewiesen: Ist ein beschränktes, schlichtes Ge- 
biet durch Regularitätsbereiche von innen approximierbar, so ist es selbst ein 
Regularitätsbereich. Dieser Satz wurde von Oka wesentlich zu seiner Lösung des 
Levischen Problems benutzt. Die Verff. übertragen den vorhin erwähnten Satz auf | 
eine bestimmte Klasse nicht schlichter Gebiete, die sie als fast endlichblättrig be- | 
zeichnen. 2 Sazxer (Zürich). 


Behnke, Heinrich und Karl Stein: Elementarfunktionen auf Riemannschen | 


| 
| 
| 
\ 


Flächen als Hilfsmittel für die Funktionentheorie mehrerer Veränderlichen. Canadian | 


J. Math. 2, 152—165 (1950). 

In der vorliegenden Untersuchung gelingt es den Verff., ihre Resultate betreffend 
die Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flächen [Math. Ann., 
Berlin 120, 430—461 (1948)] auf grundsätzliche Fragen der Funktionentheorie mehrerer 
Variabeln anzuwenden. — Im 1. Teil werden die Cousinschen Aussagen auf nicht 
schlichte Zylindergebiete des R,, übertragen, wobei dessen Komponenten beliebige 
nichtgeschlossene Riemannsche Flächen mit Verzweigungspunkten im Innern dar- 
stellen können. Die erste Cousinsche Aussage (Konstruktion meromorpher Funk- 


tionen mit gegebenen Polstellenflächen) gilt auch für solche Gebiete uneingeschränkt, | 
die 2. Aussage (Konstruktion regulärer Funktionen mit gegebenen Nullstellenflächen) : 
unter der Voraussetzung, daß alle Komponentenflächen bis auf höchstens eine ein- 
fach zusammenhängend sind. — Im 2. Teil wird ein neuer, einfacher Beweis für den ' 
von Behnke verallgemeinerten Kontinuitätssatz gegeben, bei dem an Stelle der | 


Ebenen beliebige analytische Flächen treten. Dieser Beweis läßt sich auf mero- 


morphe Funktionen übertragen, so daß der verallgemeinerte Kontinuitätssatz auch | 
für diesen Fall richtig bleibt. — Die Beweise stützen sich im wesentlichen auf die | 


Ergebnisse in der oben zitierten Arbeit. Saxer (Zürich). 


Fastperiodische Funktionen: 


Hartman, S., H. Steinhaus et H. Fast: Sur les presque-p6riodes des fonetions 
periodiques. Colloq. math. 1, 297—304 (1948). 
f(x) sei eine in — 00 <x < + 00 stetige periodische Funktion: ö,(e) sei die 


obere Grenze der zu e>0 gehörigen ö der gleichmäßigen Stetigkeit, T,(e) eine 


zu & gehörige Verschiebungszahl und w, die kleinste positive Periode von f(x). 


Mit Hilfe elementarster Relationen zwischen diesen Größen und passend definierten 


Sin-Schwingungen wird ein kurzer neuer Beweis des Satzes von W. H. Gottschalk 
[Almost-periodieity, equi-continuity and total-boundedness, Bull. Amer. math. Soe. 
52, 633—636 (1946)] gegeben: Sind t,a,...,a,&0 und 6>0 beliebig gegeben, 
so existieren eine relativ dichte Menge N ganzer Zahlen und zu jedem n aus N k weitere 
ganze Zahlen m,,...,m,, so daß Int— m, a,|<6 (@=1,,..,%k) ist. — Sodann 
wird definiert: Die Verschiebungszahl T,(&) heißt ‚„‚nicht-singulär“, wenn sie in der 
offenen ö,(&)-Umgebung eines n - @, (m ganz) liegt, andernfalls „singulär“; f(x) 
selbst heißt ‚„‚nicht-singulär“, wenn ein & > 0 so existiert, daß für jedes R <H 
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‘alle 7,(e) nicht-singulär sind, andernfalls „singulär“. Es wird ein einfaches Beispiel 
1 für ein singuläres 7,(e) gebildet und dann eine singuläre Funktion konstruiert. 
i; Schließlich wird gezeigt: f(x) ist nicht-singulär, wenn <0, @®,» in endlich viele Teile 
"zerlegt werden kann, in deren jedem f(x) monoton ist. Th. Kaluza jr. 
In Martenko, V. A.: Verallgemeinerte fastperiodische Funktionen. Doklady Akad. 
"" Nauk SSSR, n. S. 74, 893—895 (1950) [Russisch]. 

| Sind Zu] =uw”—q,u und Z,[u] =w’—q,u Differentialoperatoren mit 
reellen stetigen und geraden Funktionen q,(2) und (2) - wo <x<m), so 
‚wird nach J. Delsarte [J. Math. pur. appl., Paris, IX. S. 17, 213—231 (1938); 
| dies. Zbl. 19, 121] der „Operator der verallgemeinerten Verschiebung“ 7% folgender- 
‚| maßen erklärt. Für zweimal stetig differenzierbare f(x) wird TvY[f] = v(z, y; f) 
“gesetzt, wo v(x, y; f) diejenige Lösung der partiellen Differentialgleichung 

02V 02V 

rn el9) 


bedeutet, die den Anfangsbedingungen 2 za f(&), . ar 0 genügt. Die 
1 y= y- 


Definition kann dann auf jede solche Funktion erweitert werden, die in jedem 
\ endli€hen Intervall integrierbar ist. — Eine Funktion f(x) (- co <x <oo) heißt 
J (L,, Z,)-fastperiodisch, wenn die Menge der Funktionen 7’Y[f] (mit y als Parameter) 

kompakt ist im Sinne gleichmäßiger Konvergenz. Diese Art von Fastperiodizität 
# hat B.M. Levitan in mehreren Veröffentlichungen betrachtet [siehe z. B. seine 
Arbeit in Mat. Sbornik, n. S. 24 (66), 321—346 (1949); dies. Zbl. 35, 173]. Die 
Resultate von Levitan vervollständigend, erhält Verf. den folgenden ‚fundamen- 


t talen Satz“: Vorausgesetzt, daß Bi (1+ 22) la,(@)| de <o (i=1,2), ist für die 
7 — oo 
(L,, L,)-Fastperiodizität von f(x) notwendig und hinreichend, daß es zu jedem € > 0 


j N 
eine Funktion o(x) = N c,w(h,, },; x) derart gibt, daß 
k=1 


nn, 


zu If) —o(@)]| <e; 


i hierbei bedeutet &(h,A; x) die Lösung der Differentialgleichung L, [u] +Au = 0 
| mit den Anfangsbedingungen 


\ N h, wenn h=+oo, 

U = et — 

a0 0 20 IN» wennshl='08 

— Ohne Beweise. Bela Sz.-Nagy (Szeged). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Germay, R.-H.-J.: Sur Pintegrale non singuliöre de P’&quation differentielle du 
“ premier ordre de forme non r6solue, tangente & Pintegrale singuliere de premiere 
espöce de cette &quation. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 334—342 (1949). 

L’A. considera l’equazione differenziale ordinaria dell ordine (1) F (x, y, y’) = 0 
 essendo F(x,y,y') olomorfa nell’intorno del punto x Yg Yo. Nell’ipotesi 
Fyy (%o Yo Yo) 9, supposto che y= p(x) sia un integrale singolare della (1), 
egli si propone lo scopo, non esplieitamente dichiarato nel lavoro, di costruire linte- 
grale non singolare tangente a quello singolare anzidetto nel punto %, Yo-_ Egli 
perviene a ciö mediante approssimazioni successive, sfruttando ragionamenti di tipo 
ormai classico e adoperando un linguaggio non sempre preciso. Gaetano Fichera. 

Richard, Ubaldo: Sulle sueeessioni di valori stazionari delle soluzioni di equa- 
-zioni differenziali lineari del 2° ordine. Univ. Politee. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 
..309—324 (1950). 

Sia data l’equazione (1) (p y') +qy =) e supposto che i suoi integrali. siano 


eng 
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infinitamente oscillanti si consideri la successione N x,, degli zeri di % (®) e la suc: 
cessione {&,} degli zeri di y(®) a in ordine crescente, e le successioni 

(2) {[p (&) 4 (&)]*? |y(&.) )} ) {[p(&) a(&)) Bl? \p(&) Y'(&,) )} | 
la prima per 0 <a <1, la seconda a 0 <ß <1, escludendo i casi noti & = 0) 
ß=1. — LA. dimostra che se p(x), 9(x) sono in (a, 00) ed hanno en 


fino al terzo ordine, p(x) g(x) > 0 e monotona, [p(x) q(x)]' + 0, valgono i seguent 
eriteri: 1°) Se 
(2) im (tee IY ea = 0 

>00 


e gli integrali della (1) sono infinitamente oscillanti, allora la successione (2) divent F 
definitivamente monotona, di verso uguale a pq se x > 1/2, di verso contrario set 
& <1/2. 2°) Se si ha | 


(3') lim pp{@ dr Yon! = 0 


e gli integrali della (1) sono infinitamente oscillanti, allora la successione (3) diventa' 

definitivamente monotona, di verso uguale a pgq se ß <1/2, di verso contrario se] 

ß > 1/2. L’A. mette poi in luce l’importanza dei casi critii «=1/2, = 1/2. 
Giovanni Sansone (Firenze). 


j 
] 


Lufe, A. I.: Über den Charakter der Grenzen des Stabilitätsbereiches regulierter ' 
Systeme. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 371—382 (1950) [Russisch ]. 
The author considers a regulated ln S and a regulator R, governed by the | 
non-linear differential equations: | 


n N 
(1) = 224% + Rh, 1), N RR DR = 29%, 
j= i= 
[2,?=1,2,...,n, coordinates of S, o a coordinate of R, b,, constants of 8, h,p, | 
constants of R, fl) =c0 +c,0?+c,0° +: ::, a function characteristie of R]. | 


The linear equations which one can obtain from (1) by putting f(o)=co, are:| 
(2) = 2; tch,P)® 2, netto; U 1 2er en be 
i= 


roots of the algebraic equation |b,,— ch,p,— 6,,0| = 0; they are supposed distinct | 
and not coinciding with any of the roots of 16,,;— 6,; o| = —= 0. Two cases are con- | 
sidered: (TI) Re(e,) <0, a „N—2, 0,7 =ih = th Nom 
UDaRe (0,0, 28. As DR =0. By application of Liapounoff’s| 
method the stability 5 A en 3, =0,.., 8, = 0, is diseussed Tha 
solution (3) is stable, or labile, according to the sign of a constant whose expression 
is explieit obtained for both cases (I) and (IT). The subcases c, — 0, c, # 0, must 
be separately treated. The situations of „dangerous“ and ‚not dangerous‘ beha- 
viour are discussed according to the terminology introduced by N.N. Bautin, 
Das Verhalten der dynamischen Systeme in der Nähe der Grenzen des Stabilitäts- 
bereichs. Gostechizdat., 1949 [Russisch]. L. Cesari (Bologna). 


Makarov, I. P.: Bedingungen dafür, daß Lösungen eines unendlichen, in- 
homogenen Systems von Differentialgleichungen gegen Null gehen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 68, 225—228 (1949) [Russisch ]. 

Fortführung einer Arbeit des Verf. [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 62 
289—292 (1948)], in der Bedingungen untersucht werden, unter denen ein System. 
von unendlich vielen linearen Differentialgleichungen 


dx, : 
ee I Pu) +9) vl, 2». 


| 


mit stetigen Koeffizientenfunktionen p,,(t) Lösungen besitzt, die alle bei t— o 
nach Null streben. Diese Frage ist im Falle von endlich vielen Gleichungen mit 
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konstanten Koeffizienten bzw. mit einer Dreieckskoeffizientenmatrix stetiger, be- 
| schränkter Funktionen von Perron behandelt worden [Math. Z., Berlin 29, 129—160 
(1928) und 31, 159—160 (1929)]. Hier wird mittels Einführung einer Reihe von Hilfs- 
ı größen, die die Lösungen der gesuchten Art auf eine einfache Form zu bringen ge- 
| statten, und mittels Abschätzungen ihrer absoluten Beträge folgender Satz bewiesen: 
| Genügen für t>t,>1 die Funktionen 9,(t) den Bedingungen 


t 
| St?exp / pa 


mit beliebigem, festem A, so zeigen alle Lösungskurven, die durch Punkte hindurch- 


N gehen, deren Koordinaten eine absolut konvergente Reihe bilden, das verlangte 


Verhalten: lim x,(t) = 0, für alle %, wenn außerdem die Funktionen p,,(t) für 
i t>o0 - 
t >t, >1 noch gewissen weiteren Bedingungen genügen. Diese letzteren sind aber 


in der Arbeit selbst nicht angegeben, sondern müssen der zitierten früheren ent- 
nommen (und sodann in einer gewissen Weise eingeschränkt) werden, so daß erst 
ihre Kenntnis ein vollständiges Bild ergibt. Svenson (Regensburg). 
„MacColl, L. A.: Pseudo closed trajeetories in the family of trajeetories defined 
by a system of differential equations. Quart. appl. Math. 8, 255—263 (1950). 
Une trajectoire pseudo fermee CO d’un champ de vecteurs E defini dans le plan R? 
est une courbe de Jordan orientee /'formee par des trajectoires de E (dont l’orien- 
tation concorde avec celle de /') qui se raccordent en des cols de E. Si toutes les 
singularites de E sont du type centre, foyer, neud ou col, I!’A. etablit la relation 
‚(classique si C est une trajectoire ferme6e ordinaire): N, + N, + N. — N, =1+N, 
N ‚designe le nombre de cols sur € qui sont du type ‚„interieur“. L’A. etudie ensuite 
la famille des trajectoires de E dans le domaine D limit& par C dans les deux cas 
particuliers ou E a 1 ou 2 singularites dans D. Reeb (Strasbourg). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Rubinowiez, A.: Sommerfeld’s polynomial method simplified. Proc. phys. Soc. 


‘ London, Sect. A 63, 766—771 (1950). 


In zwei früheren Arbeiten [dies. Zbl. 32, 371 und Proc. phys. Soc. London, 


| Sect. A 62, 736 (1949)] zeigte Verf., daß die Eigenfunktionen, die nach der Sommer- 


feldschen Polynommethode gefunden werden können, eine Riemannsche P-Funk- 
tion enthalten im Falle des endlichen Intervalls oder eine entsprechend abgeänderte 
Funktion für das unendliche Intervall, Aus der Differentialgleichung für diese 
Funktion ergeben sich Gleichungen für die Konstanten, die in die Eigenwerte und 
Eigenfunktionen eingehen. Die Rechnungen, die zur Lösung des Problems nötig 
sind, werden damit auf die Bildung von Ableitungen und auf algebraische Operationen 
zurückgeführt. Kriszten (Zürich). 

Rose, Alan: On the use of a complex (quaternion) veloeity potential in three 
dimensions. Comment. math. Helvetici 24, 135—148 (1950). 

Ein exaktes Analogon der Stromfunktion für zweidimensionale Potential- 
strömungen existiert für räumliche Potentialströmungen nicht. In der vorliegenden 
Arbeit wird jedoch ein Vektor definiert, der — namentlich bei achsialsymmetrischer 
Strömung — eine ähnliche Rolle spielt, wie die Stromfunktion. Sind A(x, y, 2) 
B(x-+&,y-+n,2+{£) zwei Punkte, dann versteht man unter der Stromfunktion 
y(x, y,2,&,n,£) den Fluß durch das Dreieck gebildet aus dem Ursprung und den 
beiden Punkten A und B, unter Beachtung einer geeigneten Vorzeichenregel. Setzt 


„man löE=y; plan = ys; OyJo& = yz; (wobei alle Ableitungen für A=B 


zu berechnen sind), dann hat der Vektor a(y,, %y, Yz) die Eigenschaft, daß rot a = v, 


- dem Geschwindigkeitsvektor der Strömung ist. Die Quaternionenfunktion 
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D+tiytiyg tip genügt als Funktion der reduzierten Quaternionen- |f 


variablen i;@+i,y + i32 der Differentialgleichung grad ® + rot a=0 (D Ge- 


schwindiekeitspotential). Dies sind in Vektorform 3 der 4 Bedingungen für links- | 


analytische Funktionen. Daß die 4. Gleichung div a=0 ebenfalls erfüllt ist, wird. 


nur für achsialsymmetrische Strömungen bewiesen. Jede achsialsymmetrische drei- | 


dimensionale Potentialströmung besitzt somit einen Stromvektor a, der mit ® zu- 


sammengefaßt eine linksanalytische Quaternionenfunktion ergibt. Die Theorie wird | 


dazu verwendet, den Effekt zu untersuchen, den eine auf der Symmetrieachse eines 
beliebigen Rotationskörpers angebrachte Punktquelle heıvorbringt. Kriszten. 
Hadamard, J.: Sur le eas anormal du problöme de Cauchy pour P’&quation des 
ondes. Studies Essays, pres. to R. Courant, 161—165 (1948). 
ou u 


Verf. behandelt bei der Gleichung Du = 


= 


anormale Anfangswertproblem, wo nicht rein raumartige Werte etwa für 2=0 | 
gegeben sind. Nach einigen Bemerkungen über das Mittelwertverfahren zur Kon- | 
struktion der Lösung wird unter Ausnutzung der Lorentz-Invarianz des Opera- | 
tors Qu gezeigt, daß Anfangswerte, die in einem gewissen konvexen Bereiche D, | 
gegeben sind, sich in alle Punkte eines gewissen Bereiches analytisch fortsetzen | 


lassen, der von den charakteristischen Einhüllenden von D, (bzw. den 4 charak- 
teristischen Tangenten an D,) berandet wird. Tautz (Freiburg i. Br.). 
Beekenbach, E. F.: A Looman-Menchoff theorem for Newtonian veetors. Rev. 
Univ. nac. Tucumän, A 6, 319—329 (1948). 
Der Satz von Looman-Menchoff sagt aus, daß die Funktion u + iv von. 
x -+iy schon dann in einem Bereiche regulär ist, wenn « und v dort eindeutig 


und stetig sind, wenn die partiellen Ableitungen erster Ordnung überall mit Aus- | 


nahme einer höchstens abzählbaren Menge existieren und wenn die Cauchy-Riemann- 


schen Differentialgleichungen fast überall erfüllt sind. Verf. betrachtet Vektor- | 
felder (-funktionen) im dreidimensionalen Raume, deren Komponentenfunktionen | 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und die wirbel- und quellenfrei | 
sind (Newtonsche Vektoren). Die cartesischen Komponenten sind dann harmonische 


Funktionen, wie man ohne zusätzliche Differenzierbarkeitsforderungen beweisen 
kann. Verf. zeigt darüber hinaus: Wenn eine Vektorfunktion in einem endlichen 
Bereiche stetig ist, wenn die Komponenten mit Ausnahme höchstens abzählbar 
vieler Punkte in Richtung der drei Koordinatenebenen total differenzierbar sind 
und wenn Rotation und Divergenz des Vektors fast überall verschwinden, liegt ein 
Newtonscher Vektor vor. Die totale Differenzierbarkeit einer Funktion nach zwei 


Veränderlichen kann durch die Existenz einer Tangentialebene an das geometrische ' 


Bild erklärt werden. Brödel (Jena). 

Lorentz, 6. 6.: Minimalfolgen und das Dirichletsche Prinzip. Math. Z., Berlin 
51, 696—699 (1949). 

Im Anschluß an die Arbeit von Kamke und Verf. über das Dirichletsche 
Prinzip (dies. Zbl. 30, 156) wird gezeigt: Es sei {v,(x)} eine Minimalfolge von zu- 
lässigen Funktionen für das beschränkte Gebiet ® des p-dimensionalen Raumes 
mit den stetigen Randwerten f(r). „Zulässig“ bedeutet dabei, daß v,(r) im abge- 
schlossenen Gebiete stetig ist, daß die partiellen Ableitungen erster Oidnung in & 
existieren höchstens mit Ausnahme einer Menge, die ein endliches (p— 1)-dimen- 
sionales Caratheodorysches Maß hat, und daß das Dirichletsche Integral von v 
endlich ist. Daß die v, eine Minimalfolge bilden, bedeutet, daß die Dirichletschen 
Integrale gegen die untere Grenze der Dirichletschen Integrale aller zulässigen 
Funktionen mit den Randwerten f(r) konvergieren. Jede solche Minimalfolge kon- 
vergiert im Mittel gegen eine harmonische Funktion v(r). Es gibt Minimalfolgen, 


—=(0(v=2,3)das 
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die in jeder abgeschlossenen Teilmenge von & eleichmäßig gegen u(t) konvergieren, 
und u(r) ist die „Wienersche‘‘ Lösung der ersten Randwertaufgabe. Diese läßt sich 
‚etwa so charakterisieren: Man setze die Randfunktion f(x) stetig ins Innere von & 
zu einer Funktion F(r) fort und löse für eine anelelgend gegen ® konvergierende 
Folge regulärer Gebiete ®, jeweils die erste Randwertaufgabe mit den Randwerten F; 
die Lösungen seien u, Dann gilt unabhängig von der Wahl von F und unabhängig 
von den ©,: lim « „(v) = u(t) gleichmäßig in jeder abgeschlossenen Teilmenge 
| von ©. Brödel (Jena). 
Walsh, J.L. E.: The location of critieal points of harmonie funetions. Acta 
Sci. math., Szeged 12 B, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedic., 61—65 (1950). 
Inhalt dieser im Be lande für Fejer und Riesz erschienenen Arbeit ist die 
| Anwendung einer allgemeinen Darstellungsformel von Riesz für superharmonische 
| Funktionen auf die Untersuchung der kritischen Stellen (Nullstellen des Gradienten) 
einer harmonischen Funktion. Folgendes Ergebnis sei mitgeteilt: Eine abgeschlossene 
| Punktmenge B im Inneren des Einheitskreises (|2| <1). bilde zusammen mit der 
Peripherie die Begrenzung eines Teilgebiets R’ des a Ferner sei u(z) 
| harmonisch in R’, superharmonisch im Einheitskreise und gehe am Rande stetig 
‚in 0 äfber. Beschtänkt man dann die Betrachtung auf R’, so liegen die kritischen 
| Punkte in der nichteuklidisch konvexen Hülle von B. Selbtverständhel kann 
man durch konforme Abbildung vom Einheitskreise zum Innengebiete einer Jordan- 
kurve übergehen. Brödel (Jena). 
Fichera, Gaetano: On some general integration methods employed in eonnee- 
‘tion with linear differential equations. J. Math. Phys., Massachusetts 29, 59—68 
' (1950). 
| Aus Anlaß einer Veröffentlichung von J. B. Diaz und H. J. Greenberg (dies. 
\ Zbl. 31, 216) über das erste biharmonische Randwertproblem setzt Verf. drei 
| Methoden auseinander, die zur Lösung dieses und ähnlicher Probleme von den Mit- 
|arbeitern von M. Picone, insbesondere dem Verf. entwickelt worden sind. Gesucht 
ist eine Funktion, die im einfach zusammenhängenden Gebiet R die Differential- 
‘gleichung Adw=p(z2,y) und auf dem Rand (© die Bedingungen w= f(s), 
|dw/dn = — g(s) erfüllt. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit kann p gleich Null 
gesetzt werden. De der ersten Methode werden die rar, in der 


| Form w,(z,y) = 225 c ’ w,(x, y) angesetzt, wobei die c; (®) Tösungen des folgenden 


En dr ayererns sind, 


2 nie) mtl) w=0n...n 
[6 


} ver (0) eine Folge von homogenen, linear unabhängigen biharmonischen Poly- 
| nomen verstanden, deren lineare Kombinationen alle biharmonischen Polynome 
ergeben. Die Konvergenz der w,(x, y) wird mit Hilfe der Greenschen Funktion 
| bewiesen. Bei der zweiten Methode wird kein Gebrauch von der Greenschen Funk- 
tion gemacht, somit auch ein Existenzbeweis für die Lösung geliefert. {y,} sei eine 


' Folge von homogenen harmonischen Polynomen. Es wird 9, = > co y, gesetzt 
und die ” als Lösungen des Systems 


h 
2 7 S yYı dT = [eo y— fdy,[dn)ds (k=0,1,...,h) 


"berechnet. Man hat jetzt Näherungsfunktionen von der Form 


og — fi er 
u (P) = 55 „[Ire dog dog PQ —9(0) log PQ] ds + 5, N) 9,(Q) log PO do, 


60 


deren Konvergenz gegen die Lösung des Problems bewiesen wird. Die dritte Method 
hat ebenso wie die erste gegenüber der zweiten den Vorteil, die Näherungslösunger. 
nicht in Integralform, sondern als Polynome zu liefern. Sei {o,} eine Folge bihar- 


- : Rom 
monischer homogener Polynome vom Grad >2. Es wird OP — = c® o, gesetzt, wo- 
— 


bei die c(®) sich wieder aus einem linearen Gleichungssystem ergeben, das wie in 


den anderen Fällen so gewählt ist, daß eine gewisse quadratische Form zu einem; 
Minimum gemacht wird. Die Folge {2%} konvergiert gegen eine Funktion, welche 


sich von der Lösung w nur um ein Polynom ersten Grades unterscheidet. Ist die 


Polynomfolge {y,} im Falle der zweiten Methode orthonormalisiert, so liefert sie 


folgenden einfachen Ausdruck für die Greensche Funktion: 


APQ)=- J 1ogOM log PM du T 


2.8 —— — 
a [vi(M) log PM dyuT: ei y,(M)log QM duT. 
=0.R . 
M..J.de Schwarz (Roma). 
- Variationsrechnung: 


Dedecker, Paul: Sur un probleme inverse du caleul des variations. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sei., V. S. 36, 63—70 (1950). 
Application desreglesde calcul des formes differentielles exterieures & la recherche 


des conditions gräce auxquelles un systeme fonctionnel F,;(t, Y, Yu, Yu, ---)» 


i,j=1,2,...,n, derive d’une fonction L(t, y, Y.-.), 
Fa DT, 
IT, a Az äyr 


F 
Lepage (Bruxelles). 


Gillis, Paul P.: Integraies doubles du caleul des variations. Acad. Belgique, | 


Bull. Cl. Sci., V. S. 36, 403412 (1950). 


F. Rellich a montr& [Math. Ann. 107, 505—513 (1932); ce Zbl. 5, 355] que le | 
probleme de Dirichlet pour une &quation de Monge-Ampere du type elliptique possede | 


tout au plus deux solutions. L’A. considere certaines integrales doubles du calcul des 


variations conduisant ä& une equation de Monge-Ampere. Soit f(x, y, p, q) un poly- 


nome du second degr& en 9, q, & coefficients continüment differentiables en tout point 
(2, y) d’un domaine D. L’ensemble des fonctions z(x, y) de classe CO, dans D, nulles 


sur la frontiere, et telles we (,„, +) (ka tr) — (pa — 5) > 0, se repartit en | 


deux familles convexes suivant que f,„+t>0 ou fa» +t <0. A chaque famille 
correspond pour l’equation 


ee ar a a2 2fya$ 1 Baer De Kr 7, 0, 
un probleme regulier pour l’intögrale double 


In (r— 2pqs + pt + 6flz, y, D, g)) de dy. 


Chaque probleme possede tout au plus une solution respectivement un minimum 
et un maximum. Lepage (Bruxelles). 

Davies, E. T.: On the second variation of a simple integral with movable end- 
points. J. London math. Soc. 24, 241—247 (1950). 

Es sei C:!=aift),;, , st <t,; W=1,2,...,n eine Kurve in einem n.dis 
mensionalen Riemannschen Raum AR”, eingebettet als «i = zift, 0) in eine ein- 
parametrige Schar {C,} von benachbarten Kurvenbögen x? = xü(t, e). Das Linien- 
element im R* ist definiert durch ds? = L?(x, u) = 9;;(2, u) da? dei [a = (al, ....., a*); 
u eine Vektordichte vom Gewicht p]. L soll homogen von 1. Ordnung in % sein. 
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h Verf. pushen das Problem der Geodätischen, d.h. die Extremalen des Integrals 


N J= f L(x, u) dx, unter der Bedingung, daß der Anfangspunkt (z!(t,),. ...,x”(,)) 


u 
fest, der Endpunkt dagegen auf einer (n— 1)-dimensionalen a S: 
| = «ai (el, . ‚A= x), ?=1,2,...,n variabel ist. C soll Extremalen- 
" bogen sein, und die Schar {O,} aus Zulässigen Vergleichskurven bestehen. Ferner 
B°. die Parameter von 8 so gewählt, daß dem Endpunkt von C das (n— 1)-tupel 
., O)entspricht. Für den Kurvenparameter im Endpunkt t, = t[vl(e) - - -vr-1(e)] 
eine Bestimmung vorausgesetzt, so daß x’ = xi(v(e) (e)) = x[t(v(e)), e] gilt. 
i Unter diesen Voraussetzungen wird die zweite Variation a =J'"(0) auf- 
gestellt, und die Aufmerksamkeit auf den Randterm im Endpunkt: gerichtet. Das 
Resultat, zu dem Verf. gelangt, lautet: Man kann durch eine Reihe von Umfor- 
mungen für J’”’(0) einen Ausdruck erhalten, in welchem der Randterm in Gestalt 
der 2. Grundform Q@ = a,, dv® dv’ von S erscheint, worin noch dv' durch dvi/de zu 
ersetzen ist. Der für den Beweis verwendete Formalismus ist der Tensorkalkül. Bezüg- 
lich yieler Einzelheiten verweist Verf. auf seine 1947 in den Proc. London Math. 
Soc.’erschienene Arbeit (dies. Zbl. 32, 429) und daneben insbesondere auf die 
, 2 Schriften Cartans über Finslersche Räume und ‚Les espaces mötriques fondees 
sur la notion d’aire‘“ (Actual. sci. industr. Nr. 72, Paris 1933; dies. Zbl. 8, 272). 
Baebler (Zürich). 
Radon, Johann: Über geschlossene Extremalen und eine einfache Herleitung 
der isoperimetrischen Ungleiehungen. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV.S. 29, 
' 315—320 (1949). 
N Verf. geht von einem Stück S eines Extremalenfeldes aus, welches durch eine 
einparametrige Extremalenschar x = x(t,a); y = y(t,a) eines Variationsproblems 


t, 


| 1. — 1 F(x, y,&, y) dt = stat. erzeugt wird und nimmt an, S werde durch 2 singu- 


tı 
5 laritätenfreie Enveloppenbögen H, und H, und 2 Extremalbögen begrenzt. $ sei 
4 der abgeschlossene Bereich. Der Uräbhansieksitssat: garantiert die Existenz von 
4 Funktionen W (x, y) in 8,sodaßB W,=F,, W,=F, und wegen& F;,+yF,=F 
tz 
ist J= ii F dt, über einen Extremalenbogen erstreckt, — W(P,)— W(P,), und 


ä t, 

das über einen beliebigen Bogen C© erstreckte Integral J,=J + r Edit, wo 
"E=F-—xF,—y F, die Weierstraßsche E-Funktion darstellt. Man kann nun 
\ jede solche Funktion W auf naheliegende Weise auch auf H, und H,, also in S fort- 
setzen. Variationsprobleme mit geschlossenen Extremalenscharen können zu 2sich teil- 
) weise überdeckenden Feldern S bzw. 8’, S bzw. 8’ und W bzw. W’ führen, derart, daß 
“ W— W’ längs H, und H, konstant ist. Die beliebige geschlossene Kurve © berühre 
| H, bzw. H, in B, bzw. B,. Dann ergibt sich leicht J, > J,; e eine geschlossene 
ü Extremale, falls an alle Extremalen stark sind. Die Spezialisierung 


| F= Ay + 2 —}(ey—&y) 

4 liefert nun die Extremaleigenschaft des Kreises. — Sei z= el), y=y(); 
10<:<1i; y()=y(ü)=0; y>0O sonst und max. y„J=A>0 für t=tr. 
" Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


| (Vr—P—y8)y>yayR— y: VR—yP>0 

4 wird durch Integration über die Intervalle [0, A] und [A, 1] und nachfolgende Addition 
idie Ungleichung A0—2V >$32n für den mittels «= x{), y=y(l) durch 
}: Rotation um die x-Achse en Körper abgeleitet, und hieraus, durch Extremal- 
} betrachtung bezüglich A, die isoperimetrische Ungleichung 0° > 36% V?. Für eine 
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vollständige Diskussion kann man hierauf die Schwarzsche Verkreisung benützen.\f 
Anhang: Hinweis auf eine analoge Methode bei A. Dinghas. Baebler (Zürich). | 

Ljusternik (Lusternik), L. A.: Der Satz von den drei Geodätischen. Akad. 
Nauk SSSR. Jubil. Sbornik 1, 181—185 (1947) [Russisch ]. | 


Verf.referiert über seinen Beweis des folgenden Satzes: Jede geschlossene, dreimal diffe-- 
renzierbare Fläche S, vom Geschlecht Null besitzt entweder: 1. Drei geschlossene Geodätische) 
verschiedener Länge, oder 2. eine Schar solcher, die 8, einfach und lückenlos bedecken und dazu 
eine von diesen verschiedene, oder es sind 3. alle Geodätischen geschlossen. Alle in diesem Satz 
vorkommenden Kurven sind einfach. An die Spitze der Überlegungen wird eine eineindeutige 
Abbildung der 8, auf eine 2-dimensionale Sphäre S, gestellt, wobei die Metrik mit übertragen 
wird. Auf 8, betrachtet man die 3 Kreisscharen: A, die Schar der Großkreise mit gemeinsamen) 

Durchmesser, A, die Schar aller Großkreise; A, die Schar aller Kreise und mitihnen die Klassen‘ 
[A,] von Scharen, die aus den A, durch solche stetige Deformationen erzeugt werden, welche‘ 
die Nachbarschaft von Original und Bild sowohl hinsichtlich der Lage als der Länge erhalten. 
Die Geodätischen werden dann durch folgende Extremaleigenschaft herausgehoben: Ihre Längen 
c,sind gleich der unteren Grenze der maximalen Längen c(4,) der einzelnen Scharen von Kurven’ 
in den Klassen [A,]. Setzt man voraus, daß es eine Schar A9 mit Kurven der Länge c, gibt, 
welche selbst wieder verschieden sind von allen geschlossenen Geodätischen (deren Existenz? 
angenommen), so kommt man zu einem Widerspruch, falls man die Existenz einer Deformation) 
nachweist, welche alle Kurven von A9 verkürzt. Setzt man die Existenz von A% nicht voraus, , 
so kann man die Limeseigenschaft von c, benutzen, und die Existenz der Geodätischen durch \ 
einen Grenzübergang erschließen. Um die Einfachheit der Geodätischen zu beweisen, muß man‘ 
die zuletzt erwähnten Deformationen durch kompliziertere ersetzen. Die Frage der Überdeckung‘ 
(Beh. 2) wird mit Hilfe des abstrakten Raumes L aller rektifizierbaren geschlossenen Kurven 
auf S, untersucht. Die Scharen in den [A,] sind projektive topologische Teilräume von L. Als 
wesentliches Hilfsmittel werden die unter dem Namen ‚Kategorien‘ bekannten Zerlegungs- 
eigenschaften der projektiven Räume hervorgehoben. Zum Schluß wird auf Verallgemeinerungen \ 
hingewiesen, welche der Verf. für n-dimensionale Räume durchgeführt hat. Angesichts der! 
verwickelten Verhältnisse wäre es ungerechtfertigt, in einer so kurzen Darstellung eine lücken-; 
lose ins einzelne gehende Beweisführung zu erwarten. Baebler (Zürich). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Vasil’ev, V. V.: Zur Lösung linearer Integro-Differentialgleiehungen mit kon-'| 
stanten Koeffizienten und ausgeartetem Kern. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 
. 207—208 (1949) [Russisch ]. 
Die Integro-Differentialgleichung 

b 


Liz] =A | Milz] Ka Wdy + @(@) 

a 
mit linearen Differentialausdrücken beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffi- | 
zienten L[z(x)] und M[z(y)] und dem ausgearteten Kern | 


K (x, y) = P1(®) yı(y) + P2(%) 9a (Y) 
besitzt die allgemeine Lösung 


(2) = 1A) +42) + Fila) + Frl) + 2e), 
wo die Funktionen 2,(x) ein Fundamentallösungssystem der Differentialgleichung 
L[z(x)] = 0 bilden und F, (x) und F,(x) vonder Wahl von o, (x) und Y9,(x) abhängen, 
2(x) endlich eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung L[z(x)] = (x) ist. 
— Untersucht werden des Näheren die beiden Sonderfälle: 

19) 92) = d,(2)e*?, @,(8) = d;(z) ePe, 

2) K(x, y) = e** [0,(x) cos ß x + O,(x) sin ß x] y(Y), 
wo 6, (x) und 6,(x) Polynome bedeuten und & bzw. ß Lösungen der charakteristischen 
Gleichungen der Differentialgleichungen L[z(z)] = 0 bzw. M [z(4)] = 0 beliebiger 
Vielfachheit sind. Die endgültigen Formen, die die Lösungen in diesen Fällen an- 
nehmen, werden abgeleitet und am Beispiel der Lösung der Gleichung 


2n 
d?z d?z /sin x cos sin2xsin 2 
dr 12 ran d’z Yy sin 2% 
PN A / day? nu r nv 2 


illustriert. Svenson (Regensburg). 
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Ben Maravall, Dario: Das Einzigkeitstheorem der nichtlinearen Integralgleichungen. 
' Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. S. 8, 143—147 (1948) [Spanisch]. 
Verf. behandelt die nichtlineare Integralgleichung von Hammerstein 


1 
a) px) + ar y) Fly, P(y)] dy = 0 im Gebiet g: 0 <z Si. 


| Aist ein Parameter, F (x, y) so beschaffen, daß mit einer in g integrierbaren Funktion 
y(y) dort auch F(x, y) y(y) und F(x, y) y(x) nach yund x integrierbar sind ; f genügt 
in g einer Lipschitz-Bedingung 
Mr Aal — FR P@)]| <C pl) — Pr(@)|, wenn pl <n <1. 

Verf. entwirft nach Art des Picardschen Verfahrens der fortschreitenden Annähe- 
rung einen neuen Beweis dafür, daß (1) eine einzige Lösung (x) besitzt, wenn |A| 
klein genug ist. Nicht alle Einzelheiten der Herleitung sind dem Besprecher verständ- 
‚lich geworden, z. B. nicht die Begründung der Ungleichungen [5], der Übergang 
von 8.145, 2.18 zu [7], ferner Z. 6auf S. 147. — Auf früheres Schrifttum nimmt 
Verf. nicht Bezug. L. Koschmieder (Tucumän). 

‚Burgat, Pauf: Resolution de probl&mes aux limites non homogenes au moyen 
‚ de transformations fonetionnelles. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 398—400 (1950). 

In Verallgemeinerung der Methode der ‚endlichen Fourier-Transformation“ 
sucht der Verf. eine geeignete Transformation für das Problem (1) Ly+ ry= f(x), 
(2) L,(y)=a®,i=1,...,n (Bezeichnungen gemäß der früheren Arbeit; vgl. 
' dies. Zbl. 37, 343). Aus der Greenschen Formel ergibt sich: 


'® Wort) ZB), 2 YmBo), 


| 


" wo die W, die Komponenten des Vektors ] — M Yund Y den Vektor 


[y(a), . . ., y„r=U(a), y(b), .. .,y® =D (b)] 
bedeutet. Wird nun die Funktion v» durch das Problem 


’ (4) Dry PATN, DB, Er Fent 1r..,2n 
definiert und hat dieses Problem abzählbar viele Eigenwerte A,,/,,... mit den 
, entsprechenden Eigenfunktionen v,,»5,..., so gibt Formel (3) die Transformierte 


$ von y vermittels des Integraloperators mit dem Kern »,, oder anders ausgedrückt: 
| die Koeffizienten der Entwicklung von y nach den Eigenfunktionen v,.— Es werden 
{ mehrere Beispiele durchgeführt, wo man auf diese Weise konvergente Entwick- 
} lungen für y erhält. Doetsch (Freiburg i. B.). 
'ı  Ditkin, V. A.: Ein Differentialoperator und die mit ihm verknüpften Funkti- 
| onaltransformationen. (Diss. mat. Inst. Steklov.) Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38), 
\ 179—182 (1950) [Russisch ]. 
| Kurze Übersicht der Doktordissertation des Verf. Kap. I behandelt die Ope- 
4 ratorenrechnung und ist auf die Arbeit des Verf. begründet, die in Uspechi mat. 
Ü Nauk 2, Nr. 6 (1947) erschienen ist. Kap.Il behandelt Anwendungen der Ope- 
! ratorenrechnung und der Integrale vom Fourierschen Typus auf die Lösung gewisser 
" Aufgaben der Analysis (lineare Differentialgleichungen; Zirkulation schwingender 
| Flügel; Näherungsformel für mehrfache Integrale) und gibt Resultate folgender 
Arbeiten des Verf. wieder: Trudy mat. Inst. Steklov 20, 77—86 (1947) (dies. Zbl. 
1 29, 45); ebenda, 7—38 (1947) (mit I. Akusskij); Doklady Akad. Nauk SSSR, 
Un. S. 62, 445447 (1948) (dies. Zbl. 32, 362—363). — Kap. III beschäftigt sich mit 
) der Untersuchung des Differentialoperators D = i (d/dx) in bestimmten Funktional- 
2 räumen und umfaßt u.a. die Resultate der in dies. Zbl. 29, 53 und 32, 33 be- 
sprochenen Arbeiten des Verf. Bela 8z.-Nagy (Szeged). 
N Mambriani, A.: Sulla risoluzione di una equazione funzionale con Palgehra 
| delle successioni. Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena 1, 143—147 (1947). 
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2»..q 'E 
Wendet man den Operator Ho(x) = = = hurp (x + 0, auf e*” anf 
u= y= 


so erhält man das Produkt einer gewissen Zahl mit e**. Dies benutzt man in be-f 
kannter Weise, um die Lösung der Gleichung dy(x) = f(x) mittels eines La-, 
placeschen Integrals zu erhalten. Verf. zeigt, daß man Ähnliches bekommt, wenn 
man statt e*® die Potenz x" benutzt, wobei statt eines gewöhnlichen Produktes ein 
symbolisches Produkt zu benutzen ist, das Verf. in seiner „Algebra der Folgen“ 
eingeführt hat. Dies wird an einigen Beispielen illustriert. Tautz (Freiburg i. Br.). 
Bourgin, D. G.: Assoeiated transforms and convolutions. Rev. Ci., Lima) 
51, 5—46 (1949). | 
Verf. behandelt eine Idee zur Verallgemeinerung der Laplaceschen und ver- 
wandter Transformationen. Es handelt sich um die Funktionaltransformation 


x | 
1 N h(x,t) f(t)dt. Ist der Kern h(x,t)=1, so läßt sich ihm zuordnen der 
ö 


Kern H(p, x) =e?®, so daß (Fall der Laplaceschen Transformation) 


(1) J How [man io ddr=pt] H@, a) fa)de | 


d 


gültig ist. Die erwähnte Idee ist die, zu einer gewissen Klasse von Funktionen 
h(x,t) einen sogenannten assoziierten Kern zuordnen, so daß die Relation (1) gültig 
sei. Der Zusammenhang zwischen den Funktionen h und H ist der Folgende: 


(2) Hp) p'— [| Hpd)hi,)d=0. 


Das Problem ist eben das, für eine Klasse von Funktionen h den 
Kern H so zu bestimmen, daß der Zusammenhang (2) gültig sei. Ist dieses Problem |f 
gelöst, so gibt Verf. das Programm, die im Volterraschen Sinne genommene Kompo- 
sition der Funktionen h explizit auszurechnen, so daß die folgenden Eigenschaften | 
gelten: 


nd(z,y)— [ hiz,t)hll,y)di; hd(a,y) = [hoO(z, ty) hlt, y)dt,... 
7 Y 


und 
x x 
[9,1 n®(, yda= [ HR(z, t) Ho (t, y)dt= he+P(x, y), 
Y Y 


wobei «>0;  >0 beliebige Zahlen sind. Ist y(x) eine geeignete Funktion, so 
folgt aus den vorigen Eigenschaften die Relation: 


00 
Hpa)yp')= | Hip,t) ylal, »)] dt. 
Das ganze Programm wird als Beispiel nur für die Funktion 
ga) r+t für ü<ti <a; (0 fr i<0 und t>e 
durchgeführt. Im Laufe der Abhandlung werden interessante Darstellungen ge- 
wisser Funktionen aufgestellt. St. Fenyö (Budapest). 
Ghizzetti, Aldo: Sul teorema del prodotto integrale nella teoria della tras- 


formazione di Laplace. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 251-—261 (1950). 
Bekanntlich gilt der Faltungssatz der Laplace-Transformation 


t 
L{F,*F,} = L{F,}:L{F,} mit F#P, = [ Fı@) Rn) dt 


nur unter einschränkenden Bedingungen. Statt der absoluten Konvergenz für einen 
Faktor (Analogon zum Satz von Mertens für Potenzreihen), wie meist üblich, 
verwendet der Verf. arithmetische Mittel negativer Ordnung in der Zusatzvoraus- 


j Bet: $ he, d Kor En iR ” en & cz a = .% % N: ae v u Ad Ze az w— u” 
A 3 £ ö \ - 
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‚setzung, in Analogie zu einem Satz von Hardy und Littlewood [Proc. London 
ı math. Soc., II. S. 11, 411—478 (1912/13)] über Potenzreihen. Ist das Integral 


| t 
Hk f D(r)dr=®x1 Cesäro-limitierbar x-ter Ordnung (x >—1), d.h. existiert 
\ ‚0 ” 


Dar Kar 
| lim .— so heißt f Dt) dt konvergent vonder Ordnungx. Danngilt:TheoremA. 
| >00 % ß 0 4 

| Wenn für einen bestimmten Wert des Parameters s die Laplace-Integrale 


Ir co 
ELF,‘ — f etF,()d w=1,...,n) nicht nur konvergieren, sondern von der 
ö 


Ordnung a, konvergent sind, ww —1<a,<0, u +" +0,<—n+1, so ist 
Br x':'*F,} für denselben Parameterwert s konvergent, und es eilt: 
L{F, x»: »F,}—= L{F,}---L{F,}. — Statt der Konvergenz negativer Ordnung 
; kann man auch Beschränkungen im Unendlichen einführen. Theorem B. Wenn 
| die L{F,} konvergieren und e*!F,)=O(jt) für t>oo it =1l,...n), 
so gilt wieder die Faltungsformel. Doetsch (Freiburg i. Br.). 
Erdelyi, A.: The inversion of the Laplace transformation. Math. Mag., Pacoima 
| Calif. 24, 1-6 (1950). 
Es wird ein allgemeines Prinzip für die Umkehrung der Laplace-Transformation 


{6°} 
ls) = f e”4op(u) du aufgezeigt. Es sei Z, ‚ein linearer Operator, der aus analyti- 
Ö 


" schen Funktionen der komplexen Variablen s Funktionen der reellen Variabeln t 
" erzeugt und von einem Parameter k abhängt, der gegen oo streben kann. Wenn er 
sich auf f(s) unter dem Integralzeichen anwenden läßt, so ergibt sich: 


L;,. [f(@)] = N(u,t;k)o(u)du mit N(u,t;k) = L,,[e*”]: 


[6,0] 
Wenn nun N ein singulärer Kernpist, d.h. P N (u,t; k)p(u) du > p(t) fürk > oo 
ö 


(in irgendeinem Sinn: punktweise Konvergenz, Mittelkonvergenz, usw.), so ergibt 
sich die Umkehrformel $(t) = lim L, ‚[f(s)]. Verf. zeigt, wie sich die bekannten 
k>o0 


Umkehrformeln diesem Prinzip unterordnen und wie man beliebig viele weitere auf- 
finden kann. Doetsch (Freiburg i. Br.). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Stark, M.: On a funetional equation. Collog. math. 1, 230—231 (1948). 
Angeregt durch eine Aufgabe der Holzmessung beweist Verf.: Eine die Funk- 


b 
tionalgleichung f(xa@ + (1—x)b) = ‘> Äh fd) dt befriedigende Funktion f(x) 
a 


ist notwendig linear. Nyström (Helsinki). 

| Boas jr., Ralph P.: Sur une &quation fonetionnelle. Elemente Math., Basel 5, 
 85—86 (1950). 

| Für das vom Ref. im Intermed. Rech. math. 4, 99 (1948) gestellte Problem der 
Bestimmung aller Lösungen f(t) der Gleichung 


| f(x +) sintdt = 0 für jedes = (x konstant) 


| ‚gibt Verf. eine Teillösung, indem er zu jedem & > 0 unendlich viele linear unab- 
- hängige Lösungen konstruiert. Er zeigt, daß im Bereich der analytischen Funk- 
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tionen die Gleichung äquivalent ist mit dem System 
Maosnıd- 00m Lem) 


Hieraus folgt, daß die vom Ref. [Elemente Math., Basel 2, 76—80 (1947)] ange- 
gebene Polynomlösung f(t) = at + dt? mit der Nebenbedingung tg x —& die 
einzige Lösung dieser Art ist. Trost (Zürich). 

Hermes, Hans: Über die Funktionalanalysis. Math.-phys. Semesterber., Göt- 
tingen 1, 130—137 (1949). ö 

Apres des considerations generales sur les analogies existantes entre l’Analyse 
Reelle et l’Analyse Fonctionnelle, ’A. se propose d’eclaireir par un exemple les 
methodes de celle-ci, en applicant le theoreme du point fixe de Birkhoff-Kellogg | 
ä la demonstration de l’existence d’une solution des equations differentielles ordi- 
naires. Ce th&or&me est introduit d’une facon naturelle et suggestive et sa demons- | 
tration, fondee sur le theoreme de Brouwer, est presentee comme un second | 
exemple des methodes utilisees en Analyse Fonctionnelle et de leurs rapports avec 
celles de l’Analyse Reelle. A. Pereira Gomes (Paris). 

e Nachbin, Leopoldo: Topologische Vektorräume. I. (Notas de matematica, 
Nr. 4.) Rio de Janeiro: Livraria Boffoni 1948. 102 S. [Portugiesisch ]. 

Ce livre contient l’essentiel d’un cours & l’Universite du Bresil. Lui donnant 
un caractere didactique I’A. y a inclu toutes les notions preliminaires necessaires & | 
son expose. Ainsi, les quatres premiers paragraphes sont occup6s par des generalites 
sur les theories des espaces topologiques, des corps topologiques et des espaces 
vectoriels. — Le $ 5 est consacr& aux expaces vectoriels tres generaux, dont il donne 
une caracterisation au moyen d’un systeme fondamental de voisinages de 0. — | 
La notion de partie bornee d’un espace vectoriel topologique jouant un röle tres 
important par la suite, !’A. en fait une etude detailldee au $6. — Le paragraph 
suivant, le plus important du livre, est consacre & la theorie des corps values. Des 
conditions necessaires et suffisantes sont donnees pour que la topologie d’un corps 
topologique puisse &tre definie par une valeur absolue. A cet effet, l’A. introduit 
la notion de corps topologique strietement minimal qui lui permet de donner une. 
caracterisation nouvelle des corps values. Pour qu’un corps topologique soit strie- 
tement minimal il faut et il suffit que ses parties bornees B puissent &tre caracterisees 
par la propriete suivante: il existe un voisinage U de Otelque 1& BU. Tout corps 
value est strietement minimal et, reciproquement, tout corps topologique strictement 
minimal, dont les el&ments nilpotents forment un voisinage de 0, admet une valeur 
absolue. L’interet de cette notion devient encore plus clair dans le theoreme 
suivant: les corps topologiques strietement minimaux sont les seuls corps K tels 
que pour tout espace vectoriel topologique E sur K et toute forme lineaire f sur E, 
fest continue si f1(0) est une partie fermee de E et seulement dans ce cas. — 
Suivant Mackey [Trans. Amer. math. Soc. 60, 519—537 (1946)], I’A. appelle 
topologie forte sur un espace vectoriel topologique la plus fine de toutes les 
topologies ayant le m&me ensemble de parties bornees; il appelle topologie faible 
la moins fine de toutes les topologies qui rendent continues le m&me ensemble de 
formes lineaires. Les deux derniers paragraphes sont consacres aux proprietes 
gen£erales de ces topologies. A. Pereira Gomes (Paris). 

Rosenbaum, R. A.: Subadditive funetions. Duke math. J. 17, 227247 (1950). 


Eine reellwertige Vektorfunktion f(x), ve &C Er, heißt unteradditiv (u-a.), 
wenn fe +r) sf(r) + fir’), wobei der Definitionsbereich & ein Halbmodul 
(d.h.mit 1, re X auch + r' € &) ist. Die Arbeit ist eine ausführliche Studie der 
u-a. Vektorfunktionen im n-dimensionalen Raum. Zunächst werden verschiedene 
einfache Operationen beschrieben, welche aus Funktionen einfachen Typs (monoton, 
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ı quasihomogen, konvex, u-a.) u-a. Funktionen produzieren. Der Fall u-a. Funk- 
‚ tionen mit uneigentlichen Funktionswerten (+ 00) wird eingehend untersucht; für 
‚ endliche u-a. Funktionen werden Beschränktheitskriterien und Wachstumssätze auf- 
gestellt. Jeder endl. u-a. Funktion f(x) wird durch lim f(rg)/r = F(r) ein kon- 


W 7 .. . Vene - 
‚ vexer Körper zugeordnet, dessen Stützfunktion F(r) ist. Stetigkeitsbetrachtungen 


führen auf verschiedene Limesfunktionen (bedingt durch die Struktur des Defi- 
| nitionsbereiches), die, wenn vorausgesetzt wird, daß X offen und O Häufungspunkt 
‚von & ist, selbst wieder u-a. sind. Ist dabei lim f(x) = 0, so ist @(g) = lim f(rr)/r 
1: >0 

) Stützfunktion eines konvexen Körpers, eh den oben genannten ee Körper 
| umfaßt. Im Falle X = E, werden für die unteren und oberen partiellen Ableitungen 
; der u-a. Funktion f(r) nach den Komponenten von r Schranken aufgestellt, deren 
; Zusammenfallen f als lineare Funktion kennzeichnet. — Ein Teil der Theoreme 
‘sind Verallgemeinerungen, andere sind Spezialisierungen von Sätzen, welche auch 
; von Einar Hille (dies. Zbl. 33, 65) behandelt worden sind. _4uwmann (München). 
Köthe, Gottfried: Über zwei Sätze von Banach. Math. Z., Berlin 53, 203—209 
(195.9). 

Un espace localement convexe E est dit enveloppe localement convexe d’espaces 
localement convexes (E,) si E est (algebriquement) la r&union de la suite croissante 
de sous-espaces E,. si la topologie 7, de E, est plus fine que la topologie induite 
‚sur E, par T,.,. et si la topologie de E est la topologie localement convexe la plus 
) fine qui induise sur chaque Z, une topologie moins fine que T', (cf. G. Köthe, ce 
‚Zbl. 36, 79). Generalisant un resultat de L. Schwartz et du Ref. (ce Zbl. 35, 355) 
valable pour les espaces (LF), et qui est lui-m&me une extension ä ces espaces d’un 
th&oreme bien connu de Banach sur les espaces (F), YA. montre que si E et F 
sont deux enveloppes localement convexes d’espaces (F), et u une application line- 
‚aire continue de E sur F, u est un homomorphisme. Dans une seconde partie, 
‚PA. demontre directement que, dans un „vollkommenen Raum‘ E, pour qu’un 
ensemble 4 soit faiblement relativement compact (compact etant pris au sens de 
N.Bourbaki, c’est-ä-dire au sens de „bicompact‘‘), il faut et il suffit que de toute 
suite de points de 4 on peut extraire une suite faiblement convergente. Il montre 
aussi comment on peut simplifier les demonstrations de certains de ses resultats 
sur les ‚„‚Stufenräume‘‘ (ce Zbl. 31, 34) en utilisant une extension d’un theoreme 
de Banach, due & L. Schwartz et au Ref. (loc. eit.). Il faut signaler que la de- 
finition de la topologie 7’, donnee en haut de la p. 207 n’est pas entierement correcte: 
l’ensemble K considere doit &tre non seulement faiblement compact, mais convexe. 

J. Dieudonne (Nancy). 

Felner, Erling: A proof of the simpler Pontrjagin duality theorems by help 
of the eonneetion between two infinite-dimensional spaces. Danske Vid. Selsk., 
Mat.-fys. Medd. 25, Nr. 19, 158. (1950). 

R® est l’espace des suites & = (X, %, . ..) de nombres reels ou la notion de 
convergence s’exprime par la convergence de chaque coordonnee x, Ro Vensemble 
des & n’ayant qu'un nombre fini de coordonnees + 0, I le module (groupe abelien) 
des x de R® & coordonnees entieres. Dans un article anterieur, I’A. et H. Bohr 
(voir ce Zbl. 34, 373) ont etabli un theoreme (TA) sur la structure (stratifiee) des 
modules fermes de RX et un theoreme de dualit6 au sens de M. Riesz (TB) pour 
ces modules. Le but du present article est d’&tablir les Theoremes de Dualit& (T 1) 
et (T2) de Pontrjagin (Topological groups, Princeton University Press 1946, 
p. 128 et suivantes) en utilisant ces resultats. Voici les differentes etapes de la 
demonstration de (T 1): (1’.1) @ designe d’abord un groupe abelien compact & base 
topologique denombrable, x, &,, ... representent les caracteres de GE. A tout 
element h de @ est associe le point a = a(h) = (aı(h),Ag(h),...) de T? = N 
5* 


aa w 
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La correspondance entre @ et l’ensemble M/I des a(h) est une isomorphie (topologiqu« 
et algebrique). La biunivocite est &tablie en faisant usage du theoreme d’unieit 
de la serie de Fourier d’une fonction continue sur @. (1’.2) Tout caractere x (®)) 
de M est de la forme a - & (produit scalaire) ou a€E R, (TA est utilise ici); s’il derive 
d’un caractere de M/I, ac!’ (module dual de 7). (1'.3) M’ designant le module! 


dual de M, le groupe @ des caracteres de @ est isomorphe & I’/M’. (1’.4) Le groupe! 


des caracteres de /’/M’ est isomorphe a M/T; ainsi d’apres TB, @ est isomorphe & @.| 
(1”) @ represente maintenant un groupe abelien (additif) discret denombrable,| 
S = (4,4, ...) un systeme de generateurs de G. Tout element de G peut &tre mis 
sous la forme 2,4; + N,4, +: (somme finie) et ainsi repr&sente par l’ensemble 
R(a) des points (n,,N,,...)de Ro: Si M) = R(0) comme R(G) = I’ = ensemble 
des x de Ro & coordonnees entieres, G est isomorphe a I’/[M,. D’apres un resultat: 
preeedent, G est isomorphe au .groupe des caracteres du groupe compact M3/I.| 
La demonstration de T 2 repose, comme la precedente, sur l’interpretation concrete| 
des caracteres qui y interviennent. Chr. Pauc (Le Cap). | 
Bohr, Harald and Erling Folner: Infinite systems of linear congruences with | 
infinitely many variables. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 24, Nr. 12, 55 8.| 
(1948). 
Notations. ©: systeme de congruences lineaires 
4% 4 92% +: ° 4 Gin, &n, = 0, (mod 1), 
Ag + Ao% + "+ Man, &n, = 9% (mod 1), 


ee 


& une infinite d&enombrable de variables ot chaque congruence contient seulement 
un nombre fini de variables et oü les a et les 6 sont des nombres queleonques reels, 
r, represente l’ensemble des points 0 = (9,,9,,....) pour lesquels © a une solution, 
rt, ensemble des ® pour lesquels tout sous-systeme fini de © a une solution. F(N): 
ensemble des solutions & = (2), %,...) des N premieres equations de ©. ©; 
systeme © pour 0,=0 (n=1,2,...). I: ensemble des solutions de ©°, T,: 
projection de /' sur l’espace des x,,.. ., 2, H„: fermeture de /',, AM: ensemble 
des solutions des N premieres &quations de ©, AM: projection de AP sur l’espace 
des 2,,...,% HM: fermeture de AM. Une automorphie de l’espace vectoriel 
topologique R® (voir ref. pr&c.) est appelee une substitution; une caracterisation 
simple s’en trouve dans un article de H. Bohr [Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 
7, Nr.1, 425 (1925)]. Une substitution peut &tre envisagee comme dans le cas de 
R” comme definissant un changement de base ou un changement de coordonnees 
de R®. Une substitution appliquee au systeme © laisse x, et x, invariants. — 
Le probleme traite est celui de trouver des conditions necessaires et suffisantes 
pour que 2%, =7n,. Le systeme suivant 
1 
3% — > (mod 1), er — >. (mod 1), BESREE ar — > (mod ne 

qui n’admet pas de solutions bien que chaque sous-systeme fini en possede, met 
bien en 6vidence le phenom£ne de „‚fuite & l’infini“ de l’ensemble des solutions des N 
premieres &quations lorsque N — 00. Cette fuite & l’infini est possible dans R% 
lui n’est pas compact; elle ne peut avoir lieu dans le „tore“ 7% — R®/I (voit 
ıöf. pr&c.). Si les a,, sont des entiers, © peut ötre interpret& (ou reduit) dans 7% 
ern Inversement si zz, —=n, et les a,, sont rationnels, © est equivalent 
par une substitution, & un systeme & coefficients entiers (ef. article de Bohr cite 
plus haut). Dans le cas de coefficients a,, r&els quelconques, P’egalite m — 
correspond a des propriötes de „fixation“. En fait pour 0 fixe dans N, FN) ost Tora 
et non vide. La non-vacuite de N FM o’est-A-dire Q€ 7, &quivaut A l’existence 
d’un intervalle J= [a, <x, Sb], n=1,2,... tel que la projection de FM) sur 


coefficients de certains.x,, Solt %,, Zn... . sont entiers — [a, b,] peut alors &tre 
un intervalle unitaire quelcongue —,la valeur de x,dans FW) pour n = N ER 
etant fixe des que N est suffisamment grand, a,—= x,=b, pour N>N, (N, de- 
‚pendant de n). Cette seconde propriete de fixation exprime que x, — 0 dans AM 
‚pour N suffisamment grand. Les AA. appellent syst&me de type 8, tout systeme & 
} Qui par un changement convenable de coordonnees satisfait A l’alternative precedente. 
| Dans un tel systeme x, =. La demonstration de la reeiproque constitue la partie 
{ prineipale de l’article. Elle repose essentiellement sur les proprietes de structure 
; des modules fermes M de R®. Un module ferm6 de R® est par un changement 
" convenable des axes le produit de modules fermes selon les axes. En outre si M’ 
) designe le dual de M au sens de M. Riesz, M’' = M (ces resultats sont exposes 
/ avec plus de details dans H.Bohr et E. Folner, voir ce Zbl. 34, 373). Un theoreme 
| preliminaire, interessant en lui-me&me, est le suivant: Une condition necessaire et 
suffisante pour 7) =, est que pour tout m =1,2,... la suite des ensembles 
m-dimensionnels ADD H®2D HW --- soit stationnaire & partir d’un certain 
"rang (dependant de »n). Si cette condition est verifiee l’ensemble constant est = H 
, L’emtemble /’ etant un module ferme& de AR” peut, apres un choix convenable des 
axes, s’exprimer comme le produit de ses projections sur les axes. Suivant l’indice n, 
| une telle projection qui est un module lineaire ferme, comprend tous les nombres 
(indices n,), ou seulement les entiers (indices r,) ou se reduit & 0 (indices n,). Les 
eolonnes de coefficients correspondant aux variables x,„, sont formees de zeros et 
peuvent done &tre supprimees: celles correspondant aux variables x„, sont formees 
‚ d’entiers. Sialors 7, = 7,, d’apres le theoreme preliminaire, pour tout m, HM est 
constant et = H,, des ue N > N, = N,(m). Les coordonnees des points de 
'H„=T,, sont soit un entier quelconque soit zero. Comme AM CH, chacune 
' des variables »,, est = 0) pour les points de AV quand N est suffisamment grand. 
 & est un systeme de type 8. L’article se termine par une remarque sur la structure 
algebrigue d’un systeme de type 8. Chr. Pauc (Le Cap). 

Sheffer, I. M.: On the solution of sum-equations. Amer. J. Math. 72, 835 — 
| 848 (1950). 


Es sei das unendliche Gleichungssystem (1) @,0%, + %ı it = u 

(n = 0,1,2,...) gegeben; gesucht werden alle komplexen Lösungen (x,). Es wird 
= > Rn | 

vorausgesetzt, daß a,, = 0 für alle n und daß die A,() = N a,;’ mindestens 


h i=0 
‚ den Konvergenzradius R haben. Es existieren dann eindeutig bestimmte Polynome 
| 1. (HA, (/t) tw A,(t 
tl, n=0,1:.;, so daß, | en AV) di =:ö 


2ni 6 
00 
 schließende Kurve in || <R. Mit diesen H,(t) wird P(u,1/f)= 8 H,(ljt) u 


n=0 
| © A,() 
gebildet, ferner sei Yu, 1) = 3 —r 


= 


((&,)), wenn ((x,)) = lim |x,Vr ist. Jeder Lösung (x,) entspricht eineindeutig die 
"Funktion X(1jt) = & x,/t". Es wird bewiesen, daß X(1j)= N c, H,„(1/t) eine 
" Lösung ist, falls diese Reihe für t| > 6, 6 <R, konvergiert, und es ist (N) 
' Umgekehrt kann jede Lösung vom Typ <g <R in dieser Form erhalten werden 
"(sie ist dann für |! >r konvergent), wenn SH, (1/t) w* A,(w) für ul <q, 
N 


ur ist, C eine 0 um- 


Eine Lösung (x,) heißt vom Typus 


u" 


| >r>0 gleichmäßig konvergiert. Konvergiert D für ul <g | >r gleich- 
mäßig, so erhalten wir für jede rechte Seite (c,) mit ((c,)) < min {q, Ry eine Lösung 
e 1/t e OF ; 
x (1/1) = At Eee du wobei O(1/ju)= 3 „u ist; es ist de) er. 
R 201 U 1=0 
© sei nicht mehr gleichmäßig konvergent in u) <q (>g), |t| >r, lasse sich 
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= 


70 
aber so analytisch fortsetzen, daß gilt @(u, 1/t) = = R,(1/t) 0,(u) + ®* (u, 1), 


wobei ® = N H# (1/t) u* gleichmäßig konvergent ist für a| <e' (> N) u >n, 
H*(1/t) analytisch für t>r, die R,(l/t) analytisch und linear unabhängig für 
t!>r, schließlich die 0,(u) analytisch für |v| <g und linear unabhängig füg| 
jul <g,. Unter diesen Voraussetzungen hat das homogene System (1) die R,(1/t) 
als linear unabhängige Lösungen und unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß 
Y für u! >, 9% <dg, || <r, r <r,, gleichmäßig konvergiert, erhält man so 
eine Basis aller Lösungen vom Typ <r,. Dieser Satz wird auch noch auf den F all 
unendlich vieler linear unabhängiger Lösungen von (1) ausgedehnt. — Ref. ist der |f 
Meinung, daß die Theorie einfacher und durchsichtiger wird, wenn man die Ergeb- | 
nisse der allgemeinen Theorie der Räume vom Typus (F) benutzt, speziell die Re- 
sultate von O. Toeplitz (dies. Zbl. 35, 73). G. Köthe (Mainz). 

Berezanskij, Ju. M. und 8. 6. Krejn: Einige Klassen kontinuierlicher Alge- | 
bren. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 237—240 (1950) [Russisch]. = | 

Les AA. etudient les algebres continues (ce Zbl. 37, 77) „normales“, c’est-a-dire | 
pour lesquelles il existe sur l’espace de base Q@ une involution qg—q* telle que 


2 


fig) — f(q*) constitue un antiautomorphisme de l’algebre en question (exemple: 
algebres de groupes). Dans ce cas, les „caracteres‘‘ sont des fonctions continues, | 
en infinite denombrable au plus; il existe une seule mesure positive m telle que 
m(fxg) = m(f) m(g). On dit qu’une telle algebre possede un ‚‚pöle‘ si, en posant 


Ixg(x2) = {hl (y)g(e) dC,(y,2) (C,: mesure sur QX Q), il existe un point oE®@ tel 
QaxaQ 


que l’on ait O,(AxB)=m(4*NB) quels que soient les ensembles boreliens 
A,BCQ. Dans ce cas, l’algebre L! (formee ä l’aide de m et du produit fxg) est 
semi-simple; les caracteres forment une base orthonormale de l’espace L?, et si les 
„coefficients de Fourier‘‘ d’une fonction bornee sont tous positifs, la serie de Fourier 
converge absolument et uniformement vers une fonction continue presque partout 
egale & la fonction en question. R. Godement (Nancy). 

Kaplansky, Irving: The Weierstrass theorem in fields with valuations. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 356—357 (1950). a 

Generalisant un resultat du Ref. pour les corps p-adiques [Bull. Sei. Math., II. S. | 
68, 79—95 (1944)], YA. demontre l’analogue suivant du theor&me d’approximation 
de Weierstrass-Stone: soit F un corps (commutatif ou non) muni d’une valuation 
additive reelle; soit X un espace localement compact et totalement discontinu, et 
soit C Y’anneau des applications continues de X dans F tendant vers 0 au point & 
V’infini. € etant muni de la topologie de la convergence uniforme, soit D un sous- 
anneau ferme de C'; si le produit (A gauche) d’une fonction de D par une constante 
(de F) appartient & D, et si pour tout couple x, y de points de X, il existe une fonetion 
de D s’annulant en x mais non en y, on a necessairement D=(. .J. Dieudonne. 

G.-Mikusinski, J. and €. Ryli-Nardzewski: On linear funetionals in abelian 
groups. Collog. math. 1, 294—296 (1948). 

Etant donne un sous-groupe partout dense 4 d’un groupe topologique abelien G 
on sait que toute representation continue de H dans le groupe additif des nombres 
reels est univoquement prolongeable & @G. L’A. &tend ce resultat au cas ou @ est 
muni d’une pseudo-topologie convenable definie par des suites convergentes; appli- 
cations & un article de A. Alexiewiez [Linear functionals on Denjoy-integrable 
functions, Colloq. math. 1, 289—293 (1948)]. Riss (Nancy). 

Nemyekij, V. V.: Topologische Fragen der Theorie der dynamischen Systeme. 
Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 6 (34), 91—153 (1949) [Russisch ]. 

Cet article d’exposition traite des questions suivantes. Chap. I — $ 1: definition 
d’un systeme dynamique (groupe A un paramötre d’automorphismes d’un espace 
metrique separable R), classification des trajectoires (ponctuelles, fermees, non 


1 


\fermees; dispersives (‚Fliehpunkte“), asymptotiques, stables au sens de Poisson); 
ce $ ne contient que des definitions. $2: Exemples (en particulier le systeme oü 
\ & est ’ensemble des fonctions continues d’une variable, muni de la topologie: con- 
‚ vergence uniforme sur tout compact, les automorphismes de R tant les translations). 
‚$3: Structure locale des systemes dynamiques; „sections locales“ pour les trajec- 
 toires d’une partie de A. — Chap. II — $1: Proprietes elementaires des espaces 
j localement compacts & base denombrable. $ 2: Theoreme de Whitney [Ann. Math., 
' Princeton, II. S. 34, 244-—-270 (1933); ce Zbl. 6, 371] sur l’existence de sections 
| locales dans le cas d’une famille reguliere de courbes. $3: Existence d’un systeme 
|; dynamique ‚„universel“ (& savoir celui decrit au Chap.I, $2) qui, par homomor- 
' phisme, donne tous les systemes compacts possedant au plus un point fixe. $4: 
‘ Systemes completement instables, relations avec le systeme form& de la famille 
/ des droites de direction donnee dans l’espace de Hilbert. — Chap. III (systemes 
‘ compacts) — $1: Trajectoires centrales d’un systeme compact. '$2: Structure de 
ı T’,,enveloppe“ d’un systeme compact (resultats de G. D. Birkhoff: Nachr. Ges. 
| Wiss. Göttingen, math.-phys. Kl. 1926, 81—92, et resultats plus recents de Mayer 
sur le, probleme —l’A. cite un article & paraitre au Mat. Sbornik). $ 3: Classification 
; des trajectoires stables au sens de Poisson, ensembles minimaux, quasi-minimaux, 
 pseudo-minimaux. — La plupart des demonstrations sont completes (et subtiles.. .), 
et des indications bibliographiques detailldes terminent chaque chapitre. 
R. Godement (Nancy). 

G.-Mikusinski, Jan: Sur certains espaces abstraits. Fundam. Math., Warszawa 
| 36, 125—130 (1949). 

Soit A un ensemble de fonctions reelles finies definies dans un ensemble @. 
‚ L’A. dit qu’une suite de fonctions f,€ A satisfait & la condition (K) [resp. (K’)] 
‘ lorsqu’il existe une fonetion g€ A telle que, pour tout entier g, on ait partout 
(resp. presque partout pour une certaine mesure sur @) qlf„(®) — f,(2)| Sg(x) 
| des que m et n sont assez grands. Il observe que ce mode de convergence contient 
‘ comme cas particuliers entre autres la convergence uniforme sur tout ensemble 
' compact (dans un sous-ensemble ouvert d’un espace numerique) et la convergence 
| presque partout (dans un ensemble mesurable), mais que cette derniere ne peut 
, &tre definie au moyen d’une distance sur l’espace A des foncetions mesurables. Il 
| indique une formulation abstraite de ce mode de convergence, ou A est un groupe 
abelien additif muni d’une relation d’ordre et d’un „modul“ a — |a|, application 
‚de A dans l’ensemble A* des elöments >0 de A, satisfaisant aux conditions: 


FI lal=a. pour aEeA4*, 2 al=0 e£quvau d a=0; 3° al = |a|; 
|2£ja+bl<|a| + bl. Il compare enfin ses definitions & celles de Kantorovitch 
[Mat. Sbornik, n. S. 2 (44), 121—168 (1937); ce Zbl. 16, 405]. J. Dieudonne. 


Bielecki, Adam: Sur certains inegalites dans les espaces abstraits de J. G.- 
Mikusinski. Fundam. Math., Warszawa 36, 131—132 (1949). 

L’A. montre que les axiomes de G.-Mikusinski (voir le preeedent compte- 
| rendu) entrainent les inegalites ||a| — |b|| < 3 |a + 5] ainsi que |2ja|— 2 |b|| <2ja + b 
| mais pas necessairement |a|— b|sa+b). J. Dieudonne (Nancy). 

Bielecki, Adam: Sur quelques conditions nöcessaires et suffisantes pour que 
Pespace A, de J. G.-Mikusinski soit topologique au sens de Kuratowski. Fundam. 
| Math., Warszawa 36, 1335—136 (1949). 

Dans un espace vectoriel A, muni d’une notion de convergence au sens de 
G.-Mikusinski (voir les precedents compte-rendus), la fermeture d’un ensemble E 
est definie comme l’ensemble des limites de toutes les suites convergentes forme6es 
“d’el&ments de E. L’A. examine quand cette operation de fermeture satisfait aux 
"axiomes de Kuratowski; il montre en particeulier qu’il en est ainsi pour la notion 
„de convergence presque partout. J. Dieudonne (Nancy). 


ö) 


le theoreme de Lebesgue-Nikodym, on voit que, pour tout HER, on peut 
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Horn, Alfred: On the singular values of a product of completely eontinuous 
operators. Proc. nat. Acad. Sci. USA 36, 374—375 (1950). 

Die drei monoton fallenden Zahlenfolgen a?, ß?, yz seien die Eigenwerte von 
A*A, B*B, (AB)*AB, wobei A und B zwei vollstetige lineare Operatoren des 
Hilbertschen Raumes bedeuten. Dann gilt für jede Funktion f, für welche f(e?) 
mit & monoton wächst und konvex ist, und für jede natürliche Zahl n: 


DILAE SICH DE 


Hieraus folgt ein einfacher Beweis des Satzes von Chang (dies. Zbl. 36, 201): Sind 
KK ::-;, K, Integraloperatoren mit Z,-Kernen, ist RKERIKRr KG 
sind x, die Eigenwerte von K, ö? die Eigenwerte von K*K, so konvergiert &|x, 7” 
‚und sogar & ö2'm, Wielandt (Mainz). 
Adel’son-Vel’skij, 6. M.: Spektralanalyse eines Ringes von beschränkten, line- 
aren Operatoren des Hilbertschen Raumes. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 6%, 
957—959 (1949) [Russisch]. | 
Soit R une algebre auto-adjointe d’operateurs continus d’un espace de Hilbert 9; 
supposons qu’il existe ge 9 tel queles Ag (A&€ R) soient partout denses dans 9, | 
et soit R’ l’anneau faiblement ferm& des operateurs qui permutent & ceux de R. 
Si M designe un sous-anneau commutatif maximal de R, M est, d’apres les r&sultats 
de Stone retrouv6s par Gelfand et Neumark, isomorphe & l’algebre des fonctions 
continues sur un espace compact convenable M; il resulte de la l’existence d’une 


mesure positive m sur M telle que l’on ait (Ag,g) = f A() dm(£) pour tut Ae M 
[on designe par A(£) la fonetion sur M associee & l’element A de M]. Appliquant 


trouver sur M une fonction fz(ö) de telle sorte que (4 Ag, g) = ) A(d) fa(d) dm(£); 
du fait que M est faiblement ferme, on peut supposer les fy continues, ce qui les 
determine en chaque point de W sans ambiguite. Cela fait, pour CEM donneg, la 
formule H — fa(d) definit sur R une forme lineaire positive, done permet de con- 
struire une repr6sentation unitaire 4 — H({) de R dans un espace de Hilbert 9 (2), 
avec en outre un g(ö)E H(E) tel que les H(£)g(d) (HE R) soient partout denses 
dans 9(£); sil’on pose x(ö) = H(ö)g(£) pour 2=Hg (HER) la formule inte- 


grale precedente donne trivialement 


(Hz, y) = J (H(£) x(d), y(&)) dm(£) 


en sorte qu’on a une decomposition de l’algebre 2 en somme continue de represen- 
tations. L’A. se borne ensuite ä& indiquer que pour demontrer l’irreductibilite des 
representations ainsi construites, il faudrait des recherches suppl&mentaires. — 
NB. Ces resultats (plus le theoreme d’irreductibilite avec des hypotheses convenables 
de separabilite) ont ete obtenus en m&me temps par le rapporteur [Ann. Math., 
Princeton, II. S. 53, 68—124 (1951)]; il faudrait citer aussi bien entendu la 
„Reduction theory“ de von Neumann (ce Zbl. 34, 61) dont les methodes de 
decomposition sont un peu differentes de celles de ’A. R.Godement (Nancy). 

Cooper, J. L. B.: "The characterization of quantum-mechanical operators. Proc. 
Cambridge phil. Soc. 46, 614-619 (1950). 

The aim of the present paper is to give a condition which characterizes self-adjoint. 
operators among maximal hermitian operators in Hilbert space 9, and which is | 
nearer to having physical significance than those given in the literature. The main 
result is the following: A maximal hermitian operator R is self-adjoint if and only 
if 1° there exists a one-parameter group {U,} (— 00 <t <00) of unitary operators 
such that (RU,f, U,f) = (Rf,f) forall fe Dx and for allt, any closed operator 8° 
with domain ®s dense in 9, for which (S U,f, U,f) = (Sf, f) for all fe Ds and 
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' for all t, commutes with R in the sense that there exists no such f for which RSf 

and SRf are both defined but are not equal. — Quantum-mechanical interpre- 

' tation: There is a ‚‚motion“ defined in the infinite time-interval (— 00, 00) such 

that R and the identity operator I are „‚constants of motion“, and any other ‚‚con- 

stant of motion‘ is permutable with R. Bela 8z.-Nagy (Szeged). 

Re Naehbin, Leopold: On the Hahn-Banach theorem. An. Acad. Brasileira 

 €i. 21, 151—154 (1949). 

| Dans cette note, !’A. presente des resultats sur une extension du Theoreme 

de Hahn-Banach, dont un expos& complet avec les d&monstrations est paru dans 

' Trans. Amer. math. Soc. (voir ce Zbl. 35, 354). Pereira Gomes (Paris). 

| Iseki, Kiyoshi: General analysis in abstract space. II. J. Osaka Inst. Sci. 

Technology 1, 89—90 (1949). 

(For Part I. see this Zbl. 37, 80.) A function f(x) defined on a domain Dof a 

* Banach space E, and taking its values in a Banach space E,, is called regular on D 

| %o + @2) — (x) 
[2 


' if it is strongly continuous there and lim 

e—>0 

E,(@=1,2,...) be a sequence of Banach spaces and E* the product space 
FE 


exists for z©,€ED. Let 


D 
[with the norm |l(z,, 25... .)|| = V 2 z.1? («„eE,; p>]1). A function 
Nn= 


K&) = (fı(&), fa(®),...) definedin DC E, and taking its values in E* is regular 
if and only if f(x) is strongly continuous in D and each f,(x)is regular in D. 
Horvath (Paris). 
| Sikorski, R.: Remarks on a problem of Banach. Colloq. math. 1, 285—288 
(1948). 
| This paper is an attempt at solving the following problem set by S. Banach 
in 1935: to characterize the metric, in particular the Banach spaces which may 
' be mapped onto a compact, metric space by a one-to-one continuous mapping 
' (Property B). — Necessary and suffieient conditions are not given and the au. 
' explains why it is so extremely difficult to formulate any. On the one hand there 
' exist „pathological‘‘ spaces which are solutions of Banach’s problem; on the other, 
' very simple spaces do not possess the property B. — A first suffieient condition 
' for a separable metrie space X to bea solution of Banach’s problem is that it should 
be possible to construct a compact metric space X, in such a manner that: (1) X, 
contains a subset X, which is a one-to-one, continuous image of X; (2) X, is. the 
union of mutually disjoint closed subsets {F,} such that for any sequence {F,} in 
{F,}: FNlimF,-+0 implies that lim F,CF, where lim and lim stand for the 
 topological limits; (3) X, N F, consists only of one point, whatever be x. The proof 
is quite simple and straightforward. — A second sufficient condition, perhaps a 
little artificial, is that the space X should be the difference between a compact metrie 
space Z and a sequence {F,} of mutually disjoint closed subsets of Z such that 
_ for every m and every subsequence {F,,y: F„Nlim F„„=+ 0 implies lim F„, CF, 
"In partieular, {F,} may be a sequence such that lim ö(F,) = 0 where ö stands for 
the diameter. — Either of these sufficient conditions yields the theorem: Every 
locally compact, separable, space X possesses the property B. 
C. Racine (Madras, Indien). 
Kozlov, V. Ja.: Über eine Verallgemeinerung des Begriffs der Basis. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 643—646 (1950) [Russisch ]. 
In einem Banach-Raum E versteht man unter einer Basis ein System von 
[0,0] 
. Elementen {x,}° mit der Eigenschaft, daß jedem € E eine Reihe (1) = CHEN, 
entspricht, deren Summe gleich x ist. In Verallgemeinerung dieses Begriffs nennt 


Verf. das System {x,}® eine T'-Basis [wo T=(t,,) eine gegebene Toeplitzsche 
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Summationsmatrix ist], wenn jedem z€E eine Reihe (1) entspricht, die zu & 
T-summierbar ist. Im Raume aller 2rx-periodischen stetigen Funktionen ist z.B. |f 
das trigonometrische System zwar keine Basis im ursprünglichen Sinne (keine 
„„Banach-Basis‘‘), aber eine „Cesäro-Basis‘“. Im Hilbertschen Raume X bildet das 
System der Elemente ©, = &,— 8,1 m=1,2,...), wo {e,} ein vollständiges 
orthonormales System ist, ebenfalls keine Banach-, aber eine Cesäro-Basis. Satz: 
Ist T vom Dreieckstypus (t,,— 0 für © <k), so läßt jede 7-Basis von 4 ein bi- 
orthogonales System zu. — Sind X={z,}, Y={y,} zwei Banach-Basen 
in demselben Banach-Raum Z mit |a,!| = |y,|| =1 für n=1,2,..., und ist 


= Sr) > BSCHE) %,, so definiert Verf. den „Abstand“ o(X, Y) von X 


und Y als 


N N | 
sup Sup 33} F,(®) Un > G,(%) Ya|ı- 
Itall=ı x |1 1 \ 
o(X, YJ)—= (0 dann und nur dann, wenn „,=4,x%, |4,!=1; in diesem Falle 


werden X und Y als äquivalent betrachtet. Satz: Mit diesem Abstandsbegriff wird 
die Gesamtheit der Basen von E zu einem vollständigen metrischen Raume. — 
Ohne Beweise. Bela Sz.-Nagy (Szeged). 

Kantorovit, L. V.: Über die Newtonsche Methode. Akad. Nauk SSSR, Trudy 
mat. Inst. Steklov 28, 104—144 (1949) [Russisch]. 

Verf. stellt einige früher erhaltene Ergebnisse (dies. Zbl. 31, 57) ausführlich 
dar. Zum Vergleich mit dem nachfolgenden Referat sei der grundlegende Satz 
formuliert: Voraussetzungen: X, Y Banachräume; P ein Operator aus (X —Y), 
der im Frechetschen Sinn [Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 42, 293—323 (1925)] 


EVER 
h 


zweimal differenzierbar ist: @,€E X; RC’ die Kugeln || x — x,|| S No 


1) P’(x,) hat einen Umkehroperator /, mit |T| <B,; 2 |IH Pao)|| Sn; 
3) || P’@)|| SK ink; yh= B,Kn <H}. Behauptung: Die Gleichung P(x) = 0 
hat eine Lösung x*e ft. Man erhält sie durch Anwendung des Iterationsverfahrens 
En %n— [P(&,)) Pix.) (mit Anfangselement x,). Dabei gilt 
Ija* Ar a <A. n,- (dh) 
Ist ||P”(x)|| SK sogar in fi erfüllt, so ist x* die einzige Nullstelle von P in ®. 
— Es folgen 2 Varianten des Newtonverfahrens, die die Iterationsschritte 
= u PR) Pla.) bzw. 2.1 = BIP (e,)] P(x,) [Methode von 
Grave, J. Inst. math. Acad. Sei. Ukraine Nr. 2, 3—20 (1936); dies. Zbl. 14, 337] ° 
benützen, sowie Anwendungen auf die Lösung von nicht-linearen Gleichungssystemen 
und Integralgleichungen und von Eigenwertaufgaben für Operatoren in Hilbert- 
räumen. Weitere Literatur: Ostrowski (dies. Zbl. 15, 364; 18, 80, 324; 19, 273; 
23, 353), Kantorovi6 (dies. Zbl. 34, 212), Mysovskich (s. nachsteh. Referat). 
K. Zeller (Tübingen). 
Mysovskieh, I. P.: Zur Frage der Konvergenz der Newtonschen Methode. 
Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 28, 145—147 (1949) [Russisch]. 


. . . = 2 = 
[ Bezeichnungen wieim vorangehenden Ref., H=H(h) = > (3) E ‚O<h<2] 
r . nn = 
Folgende Voraussetzungen seien erfüllt: 1) /', = [P’(x)]"! existiert für jedes x der 
Kugel "= j|le— SH Bon, und es.ist | <B Ale, = 
2) || P(aol| Sn (also |, Pia) <SBon=n); 3 |P’@! SK in 8%; 
4) BKB,n=h<.2. Dann gibt es in fi* eine Lösung x* der Gleichung P(x) = 0, 
die man — ausgehend von x, — mit dem Newtonverfahren erhält. Dabei gilt 
N. < H Bon (h/2)° . Ith<xa, wo a=1,13 die Lösung der Gleichung 
hH(h)= 2 ist, so gibt es genau eine Nullstelle von P(x) in $*. (Im Gegensatz 
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zum Kantoroviöschen Satz wird also die Existenz des Umkehroperators /', in einer 

ganzen Kugel vorausgesetzt.) Verf. beweist hier diesen Satz mit B — By; “während 
' die erweiterte Fassung sich in einer späteren Arbeit (dies. Zbl. 37, 210) als Satz 1 
findet. K. Zeller (Tübingen). 


Praktische Analysis: 


Kantorovi, L. V. und V. I. Krylov: Näherungsmethoden. Matematika 

v SSSR  1917—1947, 759—801 (1948) [Russisch]. 

Semendjaev, K. A.: Hilfsmittel des Rechnens. Matematika v SSSR 1917—1947, 
802—814 (1948) [Russisch]. 

Bachvalov, S. V.: Nomographie. Matematika v SSSR 1917—1947, 815—818 
(1948) [Russisch ]. 

Bibliographie. (Numerische und graphische Methoden.) Matematika v 

947, 819—857 (1948) [Russisch]. 

Der Abschnitt ‚Numerische und graphische Methoden‘ des bibliographischen 
Werkes ‚Mathematik in der UdSSR 1917—1947‘ bringt eine vollständige Übersicht 
üben’die Arbeiten sowjetischer Mathematiker zur praktischen Analysis mit einer 
ganz kurzen inhaltlichen Kennzeichnung der zitierten Veröffentlichungen. Die 

‚ beiden ersten Abschnitte sind folgendermaßen unterteilt: I. 1. Näherungsmethoden 
in der Algebra. 2. Numerische Integration und Interpolation. 3. Variationen und 
‚ sich daran anschließende Methoden zur Lösung von Differentialgleichungen. 4. Die 
; Methode der endlichen Differenzen. 5. Andere Methoden zur Lösung von Differen- 
‚ tialgleichungen. 6. Näherungslösung von Integralgleichungen. 7. Konforme Ab- 
bildung. 38. Näherungslösung von Funktionalgleichungen. II. 1. Tabellen. 
2. Anwendung von Rechenmaschinen. 3. Mathematische Hilfsgeräte. 4. Apparate 
zur angenäherten Lösung von Differentialgleichungen und einiger anderer Aufgaben. 
' — Im Abschnitt I, 7 handelt es sich um Näherungslösungen von Aufgaben, die in 
‚der Hydrodynamik, Elastizitätstheorie und ähnlichen Gebieten auftreten, in 1,8 um 
die lineare Gleichung im Hilbertschen Raum. — Das Schriftenverzeichnis umfaßt 
830 Arbeiten von etwa 380 Autoren. W. Hahn (Berlin). 

Cassina, Ugo: Approssimazioni numeriche. Encicl. Mat. element. e Complem., 
Milano 311, Nr. LIII, 1—191 (1950). 

Der erste Teil dieser Arbeit behandelt die elementaren Berechnungen und die 
dabei auftretenden Abrundungsfehler, die Verwendung von Reihen, Kettenbrüche 
und endliche Produkte. Der zweite Teil gibt die Lösungsmethoden von Systemen 
algebraischer und transzendenter Gleichungen, die Konstruktion von numerischen 
Tafeln, Interpolation, Summierung, numerische Integration und gibt einen Über- 
blick über die numerische Integration von Differentialgleichungen. Es ist für 
einen Verf. einer enzyklopädischen Arbeit unvermeidlich, daß seine Arbeit zur 
Zeit der Veröffentlichung schon etwas veraltet ist und daß aus demselben 
Grund die Literatur der letzten Jahre nicht mehr berücksichtigt werden kann. 
Immerhin ist es zu bedauern, daß unter den zahlreichen Literaturangaben z. B. die 
bereits klassische Arbeit von 8. Bernstein [Sur les formules de quadrature de 
Cotes et Tschebycheff [C.r. Acad. Sei. URSS, n. S. 14, 323—326 (1937); dies. Zbl. 
16, 159] fehlt; und ebenso, daß unter den elementaren Berechnungen die wirkungs- 
vollen Methoden des arithmetischen, harmonischen und erweiterten anno 
Mittelwertes, z. B.zur Berechnung der Quadratwurzeln, nicht behandelt w urden. Diese 
bereits für die Babylonische Mathematik (+ 2000 a. Chr. n.) belegte Methode ist 
noch immer die wirkungsvollste. Die vom Verf. (Seite 60) zitierte „Kettenbruch- 

theorie über die griechische Mathematik“, welche als 8-ten und 11-ten Näherungs- 


“wert die von Archimed in der Kreismessung benutzten Grenzen für v3 ergeben 
"würde, ist schon längst widerlegt worden. Die babylonische Tradition führte die 
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Griechen zur ‚„Heronformel“ und zum „erweiterten harmonischen Mittelwert‘, 
die aus einer Me und an Grenze er Quadratwurzel a < Vx <b auß 


a = V& <— > (« + — =) oder 5 56 + 5) schließt. Das ergibt für 


die besseren Aa 


y3 aus 1 y3 = > erstens 3 = V3 < 7/4, welch letzter Wert für babylonische | 


und griechische Mathematik belegtist. Die Heronformel gibt aus 5/3 eine bessere 
26: 


5 
obere Grenze“; ‚ welche BR von Archimed benutzt wurde. Aus Se y3< —. 75 
! 


erhält man beim zweiten Sch T = er v3 B <7 JE 6 Ref. führt 


zwei Beispiele an, um zu zeigen, daß man eine ne Vorsicht hinsichtlich der 
Literaturangaben und der historischen Bemerkumsen walten lassen muß. Die Arbeit 
des Verf. als Ganzes ist unbedingt eine sehr klare, mit vielen Beispielen verdeutlichte: 
Zusammenfassung. E._M. Bruins (Amsterdam). 
Wijngaarden, A. van: Grundsätzliche Probleme der Abrundungsfehler. Z. an- 
gew. Math. Mech., Berlin 30, 275—276 (1950). 
Bei umfangr eichen eine Rechnungen ist die Erfassung der Abrundunee 
fehler von eroßer Bedeutung. Man kann zwar im allgemeinen für diese Fehler 
maximale Schranken die aber für die Rechnung selbst zu grob sind, und 
es erscheint auch unwahrscheinlich, daß diese — gerade bei einer großen Anzahl | 
von Rechenoperationen — auch nur annähernd erreicht werden. Verf. beschäftigt 
sich damit, gewisse Aussagen über die Frequenz des Auftretens eines Fehlers von. 
gegebener Größe zu machen. Dies gelingt unter einfachen Annahmen über die 
durchzuführende Rechnung. — Die in die auszuführende Operation f = F(f,...und) 
einzusetzenden Zahlen f, werden durchihreabgerundeten Werte Afmit Af=0 (mod1) | 
für |Bf| <1/2, Af= 0 (mod 2) für |Bf| = 1/2, wobei Bf den Bruchteil bedeutet, 
ersetzt. Man interessiert sich 4 die Verteilung v(y) in Abhängigkeit von der 
Diskrepanz y=f—g mit g= AF(Af,...,Afyn..) bzw. für 2(P) in Abhängig- 
keit vn P=4Af— Ag. — Zunächst wird die Verteilung der Bf, und dann 
unter Voraussetzung der Gleichverteilung die Abhängigkeit dieser Bruchteile von 
den vorhergehenden untersucht. Dabei wird besonders dem Falle einer gleichabstän- 
dig tabellierten Funktion Beachtung geschenkt. — Die Bestimmung von v(y) und 


an — (5 3x 15 


@2(P) wird kurz skizziert an dem einfachen Beispiel f = B3 a, f, mit exaktem q,, 
k-1 


N R 
dreh. y== =. a, Af,. Die Theorie läßt sich auf die Bestimmung von @(P) der Dis- 


krepanz P zwischen der Differenz n-ter Ordnung der abgerundeten Funktionswerte 
und die entsprechende abgerundete Differenz der genauen Werte, also: 
P = A Arf— A" Af, anwenden. Dieses Problem ist von Wichtigkeit zur Kontrolle 
der Tafelwerte Af. — Die Anwendungen lassen sich erweitern auf Interpolation, 

numerische Differentiation und Integration, sofern der Fall der Linearkombination. 
mit exakten Koeffizienten vorliegt. Unger (Darmstadt). 

Inman, S.: The probability of a given error being exceeded in approximate 
computation. Math. Gaz., London 34, 99—113 (1950). 

Zur Beurteilung der Genduigkei, eines Rechenergebnisses mit Zahlen, die von 
beschränkter Genauigkeit sind, wird nicht von dem relativen Fehlern ausgegangen, | 
wie es meist geschieht, sondern Verf. betrachtet die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
ein Fehler in der n-ten Ziffer eine gewisse Größe überschreitet. Nach Angabe dieser 
Wahrscheinlichkeiten in Tabellen und Diagrammen für die Grundrechenarten aus 
zwei Größen (die Beweise sind kurz in einem Anhang angeführt) wird für mehrere. 
Rechenoperationen von einer Wahrscheinlichkeitsfunktion ausgegangen, die sich auf 
den Fehler der einzelnen Zahl bezieht. Daraus werden weitere Wahrscheinlichkeits- 
funktionen abgeleitet für zusammengesetzte Rechnungen, dabei werden die not- 
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_ wendigen Integrationen durch ein Näherungsverfahren ersetzt. Eine verallgemeinerte 
 Wahrscheinlichkeitsfunktion wird aufgestellt. R. Ludwig (Braunschweig). 
Fox, L.: Praetical methods for the solution of linear equations and the in- 
version of matrices. J. R.statist. Soc., London, Ser. B 12, 120—136 (1950). 
\ Verf. gibt einen Überblick über praktische Lösungsmethoden für lineare Glei- 
„chungssysteme und für die praktische Berechnung einer inversen Matrix. Die exakten 
Lösungen werden unter Benutzung von Matrizen behandelt, wobei nicht die Theorie, 
wohl aber die Anordnung der Rechnung neu ist. Verf. erhält ein gestaffeltes Glei- 
chungssystem mit einer Dreiecksmatrix. — Von den Näherungsverfahren wird ein 
Iterationsverfahren, die sog. Relaxations-Methode von Southwell, behandelt. — 
_ Die Arbeit enthält einem kurzen Abriß und erläutert die Methoden an durchgeführten 
‚Beispielen. N Rudolf Ludwig (Braunschweig). 

Collatz, L.: Über die Konvergenzkriterien bei Iterationsverfahren für lineare 
Gleiehungssysteme. Math. Z., Berlin 53, 149—161 (1950). 

Given a system (1) Ax=b, of n linear algebraie equations in n unknowns 
[4 isan n x n matrix, x, bare n x 1 matrices], let us consider a decomposition 
ASB+O(, A=|a,| B=|b,||, © = |le,||, and the iteration process (P) 
defined by the equation Bat+D + 0x" =b, v—=0,1,2,..., where x) is an 
‚arbitrary n x 1 matrix. (P) is convergent and 2 —x as v— 00, where vis. 
the solution of (1), provided that all roots of the algebraic equation det(t B+ C) = 0 
have modulus <1. This statement was proved by the rev. [Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VI. S. 25, 422—428 (1937); this Zbl. 17, 79) and 
the au. gives here a new simple proof as an application of general theorems on ma- 
trices. Many of the particular iteration methods for the solution of (1) are con- 
tained in the general process (P), particularly the well known elementary iteration 
processes called ‚total step“ (7) and ‚simple step“ (8), where 7 is defined by 

d, = Hk ih, and $ is defined by d5,,=a, Khsı bu = E 
h>i. The au. discusses these and other elementary processes, giving all proofs 
in terms of matrix theory. In particular, the au. proves the following criterion: 
if 2’a,, denotes a sum with respect to kh, k#+i h=1,2,...,n, and if 
270, =a,, for i=1,2,...,n, while 2’a,, <a,, for at least one i, then (7) 

and (S) are both convergent. Application of this criterion is given for the solution, 

' by the method of differences, of ordinary as well as partial elliptie differential 

 equations. L. Cesari (Bologna). 

Cook, A.H.: An application of resistance networks to the problem of adjust- 
ment by least squares. Nature, London 164, 1088—1089 (1949). 

Die beider Nivellierung eines Netzes oder ähnlichen Beobachtungen auftretenden 
Systeme linearer Gleichungen für die mittleren Fehler der Höhen können in bequemer 
Weise auf elektrischem Wege durch Spannungsmessungen an einem topologisch 
identischen Netz von Widerständen gelöst werden. Eine ausführliche Darstellung 
des Verfahrens wird angekündigt. Günther Schulz (Aachen). 

Müller, M.: Über ein Eulersches Verfahren zur Wurzelberechnung. Math. Z., 

‚ Berlin 51, 474—496 (1948). 

Es sei r >0 und k positiv ganz. Dann setzt Verf. in Verallgemeinerung eines 

Eulerschen Ansatzes, ausgehend von zunächst beliebigen reellen, nicht sämtlich ver- 


schwindenden 4,9; A439; - - -; @;0 und beliebigem positiven p mit g=rp, 
11 k 
a vn + r > vn‘ 
Q,n+1 1 dyn + ar LE 1 
Sind alle a,0 > 0 und ist 9 = 1, so ist, wie Euler für k — 2, 3, 4 und Ref. all- 
ee 
“ gemein bewiesen haben (dies. Zbl.24, 193) lim a, mn = Vr"!(A=2,3,..., k). 


Zum Beweis wurde dabei das System der Rekursionsformeln durch eine Differenzen- 
- gleichung k-ter Ordnung ersetzt. Verf. behandelt dagegen die Rekursionsformeln 
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als Differenzengleichungssystem, durch dessen Lösung er zu einer expliziten Dar- 
stellung der a,, durch die «;, kommt. Es ergibt sich, daß das Eulersche Ergebnis 


Ry——\ A 
sicher dann richtig bleibt, wenn die a;. so gewählt werden, daß 2a;o (Vola) 0% 
ist. Abgesehen von einem genau angebbaren Sonderfall, in dem das Ergebnis 
Eulers bestehen bleibt, ist diese hinreichende Bedingung, wie eine längere Unter- 
suchung zeigt, auch notwendig für die Existenz von lim a,„/aı„. Der Einfluß der 


Wahlder a;, und der Wahl von p auf das Konvergenzverhalten wird genauer unter- 


sucht und die Möglichkeit der Verbesserung durch Benutzung eines von n ab- 
hängigen p angedeutet. Das Eulersche Verfahren erweist sich als Verfahren erster 
Ordnung, d.h. der Fehler jeder Näherung ist ungefähr proportional dem Fehler der. 
“ vorhergehenden Näherung. Krafft (Marburg/Lahn). 
Oldenburger, Rufus: Praetiecal computational methods in the solution of equa- 
tions. Amer. mat. Monthly 55, 335—542 (1948). ! 


Es wird betont, daß bei praktischer Auflösung algebraischer Gleichungen das | 


Bestimmen der Wurzel größten Betrages am raschesten zum Ziele führt. Für dieses 
Bestimmen wird näherungsweise Berechnung aus den ersten Koeffizienten und ex- 


perimentierende Verfeinerung der so geschätzten Wurzel empfohlen. Bei dieser Ver- 


feinerung lohnt es sich, die abgekürzte Division von rechts nach links durchzuführen, 
d.h. bei fa) ==" +a,a" +. -+a, anstatt f(x,) den Wert f(x,)/25 zu be- 
rechnen, da dabei kleinere Zahlen auftreten. Für das Experimentieren bei konju- 


giert komplexen Wurzeln größten Betrages gibt Verf. nur praktische Ratschläge. 


@. Hajos (Budapest). 


Bonneau, Eugene: Une methode nouvelle pour le caleul des racines eomplexes 
des &quations algebriques & eoefficients reels. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 99—101- 


(1950). 
Beim Graeffeschen Verfahren für eine algebraische Gleichung 

En (2) = Aoo 2% un 41,0 aut Sr est SF Ay21,0 z == A == 
werden nacheinander die Polynome 

P,(2) = Av 2er 41,% Ber Sem rass Ar =: Zr 
gebildet, indem man für die Wurzeln die Zahlen —2?* setzt. Man erhält die Koeffi- 
zienten nach der Rekursionsformel 

Anrı = Ar 280 VA Ar 
j 
Während bei reeller Wurzel z, der Ausdruck R, „= (4, ,/4,_1 „27 für k— oo 
nach |2,|? konvergiert, bildet man bei einem Paar konjugiert komplexer Wurzeln 
2, und 2,,, den Ausdruck 8, „= (4,,1,./4;-1,,)/”" mitdem Grenzwert |,? = |z,,,]? 
für k—> 00. — Will man nicht nur den Modul einer Wurzel ermitteln, so wird 
zur Bestimmung des Realteiles folgender Kunstgriff angewandt. Das Polynom Po?) 
wird durch Q,(2) = Pa(®— 4) ersetzt, wobei A eine komplexe Zahl ist. Funktionen- 
theoretisch läßt sich zeigen, daß lim dS, „(All = 2, + 2,;,+ 24 ist. Den Realteil 
k—> 00 3 


des Wurzelpaares erhält man also für 4=0. — Wendet man die von J.-M. 
Souriau angegebene Methode an, duale Zahlen der Form u=p-+ eg mit &—=0 


einzuführen, so kann man setzen u=z—e und Q,(@) = Pu) = Pol) —) 


e Po (2). Man bildet die Polynome Q,(z) nach obiger Rekursionsformel, die für die 
dualen Koeffizienten A,,+ e B,, umgeschrieben wird. — Das Verfahren ist 
mechanisierbar und kann mittels Lochkartenmaschinen verwirklicht werden (Lö- 
sung einer Gleichung 10-ten Grades mit 5 Paar konjugiert komplexen Wurzeln bei 
einer Genauigkeit von 7 geltenden Ziffern in 5 Stunden). R. Ludwig. 


Marshall jr., Byron 0.: 'The eleetronie isograph for roots of polynomials. J. 
appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 307-312 (1950). 
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— Das Polynom Bay) a, zk geht mit z=rel® in 
® k=0 


N N 
f@) = 3 a,rtcosk0 + >> a,r* sin k 6 


"über. Jeder der hierin vorkommenden Summanden wird als elektrische Wechsel- 
‚spannung dargestellt, wobei 6 der Zeit proportional ist. Die Summe über die Co- 
‚sinusglieder wird dem einen, die Summe über die Sinusglieder dem anderen Ab- 
lenkplattenpaar einer Braunschen Röhre mitgeteilt, die für ein festes, manuell 
einstellbares r f(z) in Abhängigkeit von 6 als Kurve auf dem Leuchtschirm darstellt. 
"Dieser Leuchtschirm repräsentiert die komplexe Zahlenebene. Durch Verändern 
von r wird dafür gesorgt, daß die Kurve durch den Nullpunkt läuft, womit der 
Betrag einer Nullstelle des Polynoms f(z) gefunden ist. Um den Polarwinkel @ zu 
‚bestimmen, wird eine Stelle der Kurve markiert, beispielsweise durch eine kurzzeitige 
Unterbrechung des Elektronenstrahls. Mit Hilfe eines Phasenschiebers läßt sich 
diese Marke entlang der Kurve verschieben. Steht sie im Nullpunkt, so wird das 
zugehörige d am Phasenschieber abgelesen. Es wird berichtet, daß der Fehler für 
die Bestimmung von r bei 0,05% und der Fehler für die Bestimmung von ® in der 
Größenordnung von 0,1 Bogengrad liege. — Die Potenzen von r werden mit Hilfe 
einer Kaskadenschaltung von Potentiometern mit zwischen zwei Potentiometern 
'eingeschalteten Verstärkern vom Verstärkungsfaktor 1 erzeugt. Die (reellen) 
Koeffizienten werden an Potentiometern eingestellt. Zur Darstellung der Wechsel- 
'spannungen dienen ein Generator zum Erzeugen rechteckförmiger Spannungsstöße 
und Kommutatoren mit nachgeschalteten, zum Herstellen der harmonischen Grund- 
schwingungen dienenden Filtern. Das Gerät ermöglicht die Behandlung von alge- 
braischen Gleichungen bis zum 10. Grade. Hans Bückner (Minden). 

Bader, Wilhelm: Auflösung von Polynomgleichungen auf elektrischem Wege. 
Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 289—-291 (1950). 

Selbstreferat eines auf der Gesellschaft für angewandte Mathematik und 
Mechanik im April 1950 in Darmstadt gehaltenen Vortrages. Der Verf. zählt einige 
Möglichkeiten für die Auflösung von algebraischen Gleichungen auf elektrischem 
Wege auf und beschreibt ein von ihm gebautes Gerät. — Dieses Gerät gleicht im 
Prinzip dem sogenannten elektronischen Isographen von Marshall und Byron 
(vgl. das vorstehende Referat). Unterschiede liegen lediglich in technischen Einzel- 
heiten; z. B. werden die Potenzen von r nicht elektrisch, sondern mit Hilfe mechani- 
nischer Potenziergetriebe rrzeugt. Hans Bückner (Minden). 

Sehnell, W.: Interpolation im Komplexen. Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 
274—275 (1950). 

Es wird eine Übersicht über den Stand der derzeitigen praktischen komplexen 
Interpolation gegeben, die einzelnen Methoden werden besprochen und besonders 
bezüglich des Rechenaufwandes kritisch untersucht. Dabei werden drei Möglich- 
zeiten betrachtet. 1) Aufspalten in Real- und Imaginärteil, und Inteıpolation in 
zwei reellen Veränderlichen. 2) Komplexe Interpolationsformel mit Stützstellen 
iuf einer Geraden (Newtonsche Formel, Everettsche Formel). 3) Komplexe Inter- 
9olation mit den Stützstellen in den Ecken von Polygonen (mit und ohne Mittel- 
sunkt). — Es wird gezeigt, daß Vorgehen 1) bezüglich des Rechenaufwandes am 
angünstigsten ist. Einarbeitung der Cauchy-Riemannschen und Laplaceschen 
Differentialgleichungen führt auf 2) mit wetentlich geringerem Rechenaufwand. Bei 
Mitnahme höherer Differenzen (bzw. vieler Stützwerte) empfiehlt es sich, die Stütz- 
stellen in den Ecken von Polygonen anzuordnen. Dabei wird auf die verschiedenen 
Herleitungsmöglichkeiten der Formeln und auf verschiedene Stützstellenanordnungen 
fingegangen. Schließlich wird die Untertafelung der komplexen Funktionen, ins- 
Jesondere mit dem Endziffer- und Brückenverfahren von Comrie, nach Aufspal- 
ng in Real- und Imaginärteil besprochen. Unger (Darmstadt). 
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Salzer, Herbert E.: Coeffieients for polar complex interpolation. J. Math. Phys., 
Massachusetts 29, 96—104 (1950). 
Zu den vom Verf. früher veröffentlichten, bei seinen Interpolationsformeln auf- 
tretenden Koeffizienten Z, und A® (dies. Zbl. 32, 270) werden ergänzende Werte! 
acht- bzw. neunstellig gegeben. Nyström (Helsinki). 
Birman, M.S.: Einige Abschätzungen für die Methode des schnellsten Ab- 
stiegs. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 152—155 (1950) [Russisch]. N 
Verf. verbessert Abschätzungen von Kantoroviö, die die Güte der Konver- 
genz der Methode des schnellsten Abstiegs betreffen (vgl. Kantorovi£, dies. Zbl. 
29, 54; 34, 212). K. Zeller (Tübingen). 
Rosser, J. Barkley: Note on zeros of the Hermite polynomials and weights for 
Gauss’ mechanical quadrature formula. Proc. Amer. math. Soc. 1, 388—389 (1950). 


[0,0] 
Es ist zu empfehlen, Integrale der Form f e-* f(x)dx, wenn möglich, durch 
oo 


Reihenentwicklung auszuwerten, weil die üblichen Verfahren der numerischen 
Quadratur für solche oft unbefriedigende Resultate geben. Nyström (Helsinki). | 


Delange, Hubert: Sur certains polynomes introduits par Tehebichef. C.r. 
Acad. Seci., Paris 231, 602—604 (1950). 

Die bei dem bekannten Tschebyscheffschen Integrationsverfahren auftretenden 
Abszissen sind Nullstellen der Tschebyscheffschen Polynome. Ihre Werte sind für 
n—=8 und n >10 zum Teil komplex. Die asymptotische Verteilung (n — ©) 
dieser Werte wird untersucht. Nyström (Helsinki). 

Stüssi, F.: Polygone funieulaire et equations differentielles. Bull. Soc. Sei, 
Liege 18, 272—284 (1949). 

Verf. teilt im Rahmen eines Berichtes an der Universität Lüttich den Haupt- /f 
inhalt seiner Methode mit, über die dies. Zbl. 34, 351 berichtetwurde. R. Ludwig. 


Hudson, G.E.: On the explieit numerical solution of linear homogeneous 
differential equations with constant eoeffieients. J. Math. Phys., Massachusetts 29, | 
52—55 (1950). 

Um die bekannte allgemeine Lösung einer gewöhnlichen linearen homogenen 
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten vorgelegten 
Anfangsbedingungen anzupassen, müßte man die n Integrationskonstanten aus 
einem System von n linearen Gleichungen bestimmen. Verf. schlägt statt dessen 
ein Verfahren vor, das auf der Anwendung der Laplace-Transformation beruht [und 
im Prinzip auch bei G. Doetsch, Theorie und Anwendung der Laplace-Transfor- 
mation, Berlin: Springer 1937, zu finden ist. Anm.d.Ref.]. Die Integrationskon- 
stanten werden aus linearen Gleichungen mit dreieckiger Matrix bestimmt, deren 
Koeffizienten sich durch eine nach dem Hornerschen Schema auszuführende Division 
. ergeben. Weissinger (Hamburg). 

Olver, F. W. J.: A new method for the evaluation of zeros of Bessel funetions 
and of other solutions of second-order differential equations. Proc. Cambridge phil. 
Soc. 46, 570—580 (1950). 

Zur Nullstellenbestimmung der Lösungen gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen |f 
2. Ordnung wird eine Methode entwickelt, die ohne Kenntnis der numerischen Werte der be- 
treffenden Funktion arbeitet. Auch die Werte der Ableitung in den Nullstellen der Funktion 
können auf diese Weise ermittelt werden. Die Vorgehensweise, die ausführlich an dem Beispiel 
der Besselschen Differentialgleichung besprochen wird, setzt zunächst voraus, daß die gesuchten 
Nullstellen einer Funktion nahezu gleichabständig auseinanderliegen. Ergänzend wird der Fall 
behandelt, daß diese Voraussetzung nicht erfüllt ist. Sind F(e) und @(z) linear unabhängige 
Lösungen der Ditferentialgleichung d’wldz? + Pp(2) dw/dz + q(z) w = 0, so stellt auch 
C(2,&) = F (x) cos x —G(z)sin& eine Lösung dieser Dgl. mit dem Parameter & dar, deren Null- 
‚stellen durch Cl, EZ festgelegt sind, Dadurch wird z eine Funktion von a:z = e (a). 
Für o läßt sich in Abhängigkeit von « eine nichtlineare Dgl. dritter Ordnung aufstellen: 


20’ 0" — 30"? 0le)g!—4e?=0 mit fe) = 4gle) - [r(e)]? — 2dple)/do 


| 
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(o', 0”, 0’ Ableitungen nach «), deren Lösung den gesuchten Zusammenhang zwischen 0 


‘ und « liefert; jedem &-Wert entspricht eine Nullstelle [z. B. alle ungeraden Vielfachen von z/? 
Ä liefern Nullstellen von @(z)]. — Die Integration der Dgl. für o erfolgt numerisch. Die Durch. 
“ führung wird eingehend besprochen, und insbesondere werden rechentechnische Vereinfachungen 
zur Erleichterung der Arbeit mitgeteilt. Unter der oben erwähnten Voraussetzung, daß die 


Nullstellen nahezu gleichabständig auseinanderliegen, kann in der Dgl. für o zunächst 0’ und Ode 
gegenüber 0’ vernachlässigt werden. Diese so erhaltene Dgl. 1. Ordnung wird mit bekannten 


) Näherungsmethoden integriert. Nachträglich wird iterativ korrigiert, um die gemachten Ver- 


nachlässigungen zu berücksichtigen. Ausgegangen wird von einem bekannten Nullstellenwert, 


j. der auf andere Weise gefunden worden ist. — Sind die Nullstellen nicht mehr nahezu gleich- 
abständig, so wird folgende Abänderung des Verfahrens herangezogen. Aus obiger Dgl. für o 


erhält man durch Vertauschung der abhängigen und unabhängigen-Veränderlichen mit a=nt 


i und dt/de = — 1/u? die Dgl. d?u/do?® — n?/u? — (02 — a?) u/o? mit a? = n?— 1/4, wenn man die 


Besselsche Differentialgleichung als Spezialfall zugrunde legt. Numerische Integration, die 


; wieder ausführlich besprochen wird, liefert zunächst w=wu(o) und dann t=t(o). Durch 
| inverse Interpolation findet man die zu gegebenen t-Werten gehörigen Nullstellen.— Als Beispiel 
“ werden die ersten 30 Nullstellen der Zylinderfunktionen J,,und Y,,, ausgehend von der 31. Null- 
| stelle von Y,,, welche mit der MeMahonschen Entwicklung bestimmt wurde, berechnet. Mit 
' &=nt wird in t bis zur 8. Nullstelle mit dem Schritt = 1/2 gerechnet; man erhält dabei 


abwechselnd die Nullstellen von J,, und Y,,. Bis zur 4. Nullstelle wird mit dem halb so großen 
Schritt gerechnet. Von der vierten bis zur ersten Nullstelle wird mit der bereits angegebenen 


| Ergänzung gearbeitet, da die Nullstellen nicht mehr genügend gleichabständig liegen. Unger. 


Strubeeker, Karl: Zur graphischen Integration der linearen Differentialglei- 


| chung n. Ordnung („D-+1)(,_ıD+1)...(a D+1l)y=s(x). Arch. 


Math., Karlsruhe 1, 65—72 (1948). 

Die Punkte («+ a,,y9-+.a, y’) bilden die a,-Tangentiale der Kurve y = f(x), 
die selbst a,-Schleppe dieser Tangentiale, ihrer Basiskurve, heißt. Bei gegebener 
Basiskurve kann die Schleppe schrittweise mit guter Näherung konstruiert werden. 
Dieses Verfahren liefert eine graphische Lösung der Gleichung (, D+1)y=s(k), 
wenn s(2—a,) als Basiskurve gewählt wird. Wiederholtes Anwenden dieses Ver- 
fahrens liefert eine graphische Lösung der im Titel angegebenen Gleichung, wobei 
alle a, reell sind. Bei Angabe der Anfangswerte %,, Y9 Y - - - y®=UD wird erst der 


aus dem Punkte P,(%,, Y,) auslaufende Polygonzug P, P}::' P„ gezeichnet, wobei 
P,;_, P, eine Strecke von der Abszissenlänge a, = 1,...,n) und von der Rich- 
tungsgröße y® 1 —1,...,n—1) ist; P,„ liegt auf der Basiskurve 

Yi=3 (2 20, —= Tr): 


In rn Schritten wird die Lösungskurve gezeichnet, wobei man im i-ten Schritt die 
von P,_; auslaufende «,_,-Schleppe der im vorhergehenden Schritt erhaltenen Kurve 
als Basiskurve konstruiert. G. Hajos (Budapest). 

Lehmann, N. J.: Bemerkungen zu einem Einsehließungssatz für Eigenwerte. 
Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 223—225 (1950). 

Im Anschluß an frühere Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 34, 379) wird eine dem 
Kryloffschen Einschließungssatz (für Eigenwerte von Integralgleichungen mit regu- 
lärem symmetrischem Kern) entsprechende, auch für die numerische Rechnung 
brauchbare Formel für den Fall eines mehrgliedrigen Ritzschen Ansatzes angegeben 
(wobei zugleich geometrische Eigenschaften gewisser algebraischer Hilfskurven auf- 


‚gestellt werden). Collatz (Hannover). 


Bruk, I. $S.: Ein elektrischer Minimisator. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
62, 481-484 (1948) [Russisch ]. 


Es handelt sich um die Auflösung einesreellen Systemslinearer Gleichungen Yr -r=c=0 
aufinstrumentellem Wege. Zu diesem Zweck wird eine nur für ce — 0) verschwindende, im übrigen 
aber positive und monotone Funktion der Absolutwerte der Komponenten von c als elektrische 
Spannung dargestellt. Die Komponenten von x und die Elemente der Matrix des Gleichungs- 
systems lassen sich an Potentiometern einstellen. Man geht dann von einem beliebigen Vektor r 
aus und ändert der Reihe nach und immer von neuem die Komponenten von r so ab, bis jene 


- monotone Funktion hinreichend nahe an Null herankommt. — Als monotone Funktionen wählt 
der Verf. c2 und die Summe der Absolutbeträge aller Komponenten von c. In jedem Falle werden 


zunächst die Komponenten von c als elektrische Spannungen dargestellt. Jede dieser Span- 
nungen treibt einen Strom durch einen ihr zugeordneten Widerstand. Die Joulesche Strom: 
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wärme ist dem Quadrat des Stroms und damit auch der Spannung proportional. Mißt man die 
Stromwärmen als Spannungen elektrischer Thermoelemente, so ergibt die Summe dieser 
Spannungen bis auf einen Proportionalitätsfaktor gerade c?. Damit ist die erste der gewähl- 
ten monotonen Funktionen dargestellt. Wünscht man statt dessen die Summe der Absolut- 
beträge der Komponenten von c zu bilden, so kann dies mit Hilfe von Gleichrichtern erreicht 
werden. — Der Abgleich von c auf Null kann von Hand erfolgen; er läßt sich auch automa- | 
tisieren, indem Stellmotore für die Potentiometer der Komponenten von x vorgesehen und 
Steuersignale für diese Motore gebildet werden, die zu einer Verkleinerung der jeweils darge- 

stellten monotonen Funktion führten. Verf. gibt Ausdrücke für das Steuersignal sowohl für 

den Abgleich mit stetig veränderlicher Stellmotorgeschwindigkeit als auch für den Fall der so- 
genannten Schwarz-Weiß-Regelung an, in welchemlediglich die Drehrichtung des Motors gesteuert 
wird. Die Steuersignale hängen mit dem Gradienten der monotonen Funktion zusammen. 
Der Bericht weist auf ein bereits gebautes Gerät hin. Es ist auch möglich, Eigenwertprobleme 
Ar=Ar damit zu behandeln. — Die Ideen, die dem Minimisator zugrunde liegen, sind 
keinesfalls originell. Schon 1938 beschrieb M. Reck im Arch. Elektrotechnik 32, 190—197 ein 
elektrisches Gerät zum Lösen von Gleichungen mit automatischem Abgleich. Nach dem Kriege 
sind vor allem in Amerika Geräte dieses Typs gebaut worden. Eines von ihnen befindet sich im | 
Watson-Laboratorium der Columbia-Universität. Die Koeffizienten der Gleichungen werden 
mit Hilfe von Lochkartenabtastungen dem Gerät mitgeteilt. Das ‚„Minimisieren‘“ erfolgt von 
Hand. Hans Bückner (Minden). 


Dreyer, H.-J.: Automatisches lichtelektrisches Kurvenabktasten bei Integrier- | 
anlagen. Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 291—292 (1950). 

Selbstreferat über einen auf der Tagung der Gesellschaft für angewandte Mathe- | 
matik und Mechanik im April 1950 gehaltenen Vortrag über die Photozellen- 
abtastung gezeichneter Funktionskurven bei der Integrieranlage IPM-Ott. Da be- 
reits Veröffentlichungen gerade dieser Photozellenabtastung existieren (vgl. z.B. 
Fiat Rev. German Sci., Bd. 7 oder Meyer zur Capellen, Mathematische Instru-_ 
mente, 3. Aufl. 1948), sei lediglich bemerkt, daß — entgegen der Auffassung des 
Vortragenden — Photozellenabtastungen auch bei anderen Integrieranlagen durch- 
aus noch aktuell sind. Beispielsweise befindet sich in einem RAE-Institut in Farn- 
borough (England) eine von Diprose entwickelte Integrieranlage mit einer nach 
einem Kompensationsprinzip arbeitenden Photozellenabtastung, mit der eine etwa 
im Din A 4 Format gezeichnete Kurve innerhalb weniger Minuten abgetastet werden 
kann. Hans Bückner (Minden), 

Morehouse, N. F., R.H. Strotz and 8. J. Horwitz: An eleetroanalog method 
for investigating problems in economie dynamics: inventory oseillations. Econo- 
metrica, Chicago 18, 313—328 (1950). | 

Luk‘janov, A. V.: Über die elektrolytische Modelldarstellung von räumlichen 
Aufgaben. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 613—615 (1950) [Russisch]. 

Ramsayer, K.: Die Funktionsrechenmaschine. Z. angew. Math. Mech., Berlin 
30, 294-295 (1950). 

Selbstreferat eines auf der Tagung der Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik im April 1950 in Darmstadt gehaltenen Vortrages. Die Funktions- 
rechenmaschine ist eine Bürorechenmaschine, die mit einer mechanischen Funk- 
tionstafel so verbunden ist, daß man Funktionswerte und Tafeldifferenzen von der 
Tafel in die Rechenmaschine übertragen kann. Ein ausführlicher Aufsatz hierüber 
in der gleichen Zeitschrift ist angekündigt. Hans Bückner (Minden). 

Booth, Andrew D.: Design prineiples of all purpose digital computers. Acta 
phys. Austriaca 4, 85—97 (1950). 

Eine kurze, allgemein gehaltene Beschreibung der Wirkungsweise der programm- 
gesteuerten Maschinen. Die Darlegungen gehen weder mathematisch noch technisch 
zu sehr ins einzelne, reichen aber, und dies ist die Absicht des Verf., aus, um den 
Hintergrund für eingehendere Beschreibungen einzelner Maschinen zu bilden, die 
in der nächsten Zukunft zu erwarten sind. Hans Bückner (Minden). 

Rutishauser, Heinz, Ambros Speiser und Eduard Stiefel: Programmgesteuerte 
digitale Rechengeräte (elektronische Rechenmaschinen). Z. angew. Math. Phys 
Basel 1, 277—297 (1950). > 


| 
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Es handelt sich um den 1.Teil eines Aufsatzes über programmgesteuerte 
Rechenmaschinen mit allgemeineren Bemerkungen über den Unterschied zwischen 
Ziffernmaschinen und Analogiegeräten, über Programmsteuerung, Rechengeschwin- 
digkeit, über Beziehungen zur Logik, über die Hauptteile eines Rechenautomaten 


und über die Befehlsgebung. Es werden ferner geschichtliche Hinweise, eine umfang- 
reiche Zusammenstellung der einschlägigen Literatur und eine Übersichtstafel mit 
, den bisher gebauten und mit den zur Zeit noch in der Entwicklung befindlichen 


programmgesteuerten Maschinen gegeben. Hans Bückner (Minden). 
Zuse, K.: Programmgesteuerte Rechenmaschinen in Deutschland. Z. angew. 
Math. Mech., Berlin 30, 292—293 (1950). 

Selbstreferat eines auf der Tagung der Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik im April 1950 in Darmstadt gehaltenen Vortrages. Das Referat be- 
zieht sich im wesentlichen auf die vom Verf. entwickelte elektromechanische Maschine 
und erwähnt kurz deren wesentliche Merkmale im Vergleich mit ausländischen 
Maschinen. Hans Bückner (Minden). 

Grammel, R.: Tafeln der verallgemeinerten Kreisfunktionen Sin (4) v, 
Cos (4) v, Sin (6) v, Cos (6) v, Sin (8) v, Cos (8) v. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 
250—254 (1950). 

Die verallgemeinerten Kreisfunktionen Sin (n)v und Cos (n)v (vgl.dies. Zbl. 31, 120 
und 33, 58) mit der Periode 2x, [x,—2I'(1/n) I’(1-+1/n)/T(2/n)] sind mit 6 Dezi- 
malen für n=4,6 und 8 in dem Argumentbereich v = 0,00 (0,01) 1,00 (0,1) 4,0 
tabelliert. Die gleichen Funktionen sind ferner mit dem Argument v»—=0_r,/2 für 
oe = 0,00 (0,05) 1,00, d. h. für eine Viertelperiode, angegeben, während die aus- 
führlichen Tabellierungen in v sich über eine Halbperiode erstrecken (rn <r, <4). 
In einem eingangs gebrachten Schaubild sind die tabellierten Funktionen in Abhän- 
gigkeit von o eingetragen zusammen mit den gewöhnlichen Kreisfunktionen (n = 2). 
— Im engtabellierten v-Bereich können Zwischenwerte durch quadratische Inter- 
polation ermittelt werden. Unger (Darmstadt). 

Azorin, F. and H. Wold: Produet sums and modulus sums of H. Wold’s 
normal deviates. Trabajos Estadist., Madrid 1, 5—12 und spanische Zusammen- 
fassg. 12—16 und Tafeln 17—28 (1950). 

In Tracts for Computers 25, Cambridge 1948 (this Zbl. 36, 206), Wold had 
published 25000 random normal deviates on 50 pages, each containing 10 columns 
of 50 items each. The present paper gives the product sums of any two columns 
on the same page (45 for each page), grand totals for 10 pages combined, and sums 
of the moduli for any column on all pages. The construction of the tables by the 
use of Hollerith equipment is explained. The entries may be regarded as samples 
from populations with known distributions and (approximate) tests of their con- 
formity are indicated. They gave satisfactory results. S. Vajda (Epsom). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 


. Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


e Fröchet, M.: Gö6n6ralit6s sur les probabilit6s. El&ments al6atoires. Avec une 
note de Paul Levy. 2.&d. (Traite du caleul des probabilites et de ses applications. 
Tome I: Les prineipes de la theorie des probabilites. Fase. III: Recherches theori- 
ques modernes sur le caleul des probabilites. Livre I.). Paris: Gauthier-Villars 
1950. XVI, 355 p. 


Es ist recht verständlich, daß Fr&echets Werk in dreizehn Jahren eine — bei französischen 


- Ausgaben seltene — Neuauflage erreicht hat. Es war ja das erste, welches die verschiedenen 


B - 


— 1937 bereits abgeschlossenen — zeitgemäßen und strengen Begründungen der Wahrschein- 
lichkeitslehre skizziert (Kap. I), ferner (Kap. III) eine ausgeprägte ‚(den unstetigen sowie den 
stetigen Fallumfassende) allgemeine Theorie derskalaren Zuf allsveränderlichen: mit gründlicher 
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Beleuchtung der zu ihren typischen Werten bzw. Verteilungsparametern führenden Wege dar- 
gelegtund nach Besprechungder Streuungsungleichungsowiederen Verallgemeinerungen (Kap.IV), 
im Rahmen einer erschöpfenden Behandlung der verschiedenen Konvergenzarten von Folgen 
zufälliger Größen (Kap. V) ihre topologische Theorie gebracht hat. Bei fast vollständiger 
Beibehaltung des ersten Textes war Verf. in der Neuauflage bestrebt, durch verschiedene —ihm 
nahestehende — Zusätze auch der neuesten Entwicklung gerecht zu werden. So konnte insbe- 
sondere durch Einfügung der verallgemeinerten typischen Werte (S. 88—93) sowie durch Auf- 
nahme eines VI. Kapitels über Zufallselemente irgendwelcher Art mit gewissem Recht bereits 
im Titel von Zufallselementen an Stelle von Zufallsveränderlichen gesprochen werden. 
Es ist allerdings zu bedauern, daß die Umarbeitung nicht durchgreifender war und die neueren 
Gesichtspunkte, Methoden und Resultate behandelnden Zusätze nur referierend sind. So findet 
man (8. 28—81) einen Ansatz über die Wahrscheinlichkeit eines Zufallssystems von zufälligen 
Ereignissen, (S. 121—129) weitere Bemerkungen über momentenerzeugende und charakteristische 
Funktionen, (8. 241) das Gesetz vom wiederholten Logarithmus, (S. 277—279) die fast sichere 
Konvergenz des Medians einer Stichprobe mit deren wachsender Länge zum gleichwahrschein- | 
lichen Wert der Veränderlichen, (S. 281) die wenig bekannten, wichtigen Anpassungssätze von | 
Kolmogoroff und Smirnoff und schließlich (S. 289—298) einen neuen Abschnitt über die 

Konvergenz dem Verteilungsgesetze nach, mit Andeutungen des zentralen Grenzgesetzsatzes 
und dessen Verallgemeinerungen. Diesen Erweiterungen gegenüber konnte beim Beweis der 
verallgemeinerten Campschen Ungleichung, auf v. Mises gestützt, eine beträchtliche Kürzung | 
vorgenommen werden. — Die beiden letzten Jahrzehnte haben in der Wahrscheinlichkeitslehre 
auf Grund einer axiomatischen Einstellung prinzipiell, mit der maßtheoretischen Behandlung 
und abstrakten Auffassung methodisch sowie durch Erforschung der Zufallsvorgänge und Zu- 
fallsfunktionen inhaltlich, zweifellos einen ungeheueren und umwälzenden Fortschritt gebracht. 
Die maßvolle Einstellung und breite Darstellung des Frechetschen Buches wird aber sicherlich 
in der zweiten Auflage weiteren Kreisen einen ebensolchen Dienst erweisen, wie sie in der ersten 
einem engeren geleistet hat. Szentmärtony (Budapest). 


Frechet, Mauriee: Positions typiques d’un element al&atoire de nature quel- 
conque. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 65, 211—237 (1948). 


Nachdem Verf. den Begriff der — dem Mittelwert einer skalaren Zufallsver- 
änderlichen entsprechenden — Mittelstelle irgendeines allgemeinen Zufalls- 
elementes (Kurve, Fläche) eingeführt und besprochen hat (vgl. zuletzt dies. Zbl. 
35, 208), wird nun der entsprechende Schritt für die anderen typischen (zentralen, 
gleichwahrscheinlichen, häufigsten) Stellen vorgenommen. Und zwar aus zwei 


[e,0} 
Gesichtspunkten. I. Existiert M(x, a)* = f i* d Prob [(x,a) <t] als Moment 
ö 


a-ter Ordnung von x in bezug auf alle in der Entfernung (x, a) liegenden a-Stellen 
desselben metrischen Raumes, so werden — wie bei den skalaren Zufallsveränder- 
lichen (dies. Zbl. 33, 71) — nach Möglichkeit als typische Stellen nullter bzw. unend- 
licher Ordnung 


inf {im [M (x, a)*]V*} oder inf [im M(x,a)*| oder lim gef [IM (x, a 


für x > 0 bzw. 00, beim dritten möglicherweise für eine Teilfolge der & betrachtet. 
Sie ergeben aber nur in einigen Fällen die häufigste(n) Stelle(n) oder die zentrale 
Stelle der Verteilung. II. Glücklicher scheint ein anderer, einer Bemerkung von 
Shafik Doss (dies. Zbl. 33, 289) naheliegender Gesichtspunkt zu sein. Nach dieser 
Bemerkung können als Mittelstellen jene a-Stellen betrachtet werden, welche für : 
alle A des metrischen Raumes der Beziehung (a,/) =M(x,A) genügen. Als zentrale - 
bzw. gleichwahrscheinliche bzw. häufigste Stellen werden dann — wenn möglich — 
jene a-Stellen betrachtet, für welche (a,2) <(x,A) bzw. [(x,A)] bzw. <(x, A)> 
bei allen A ist. Hierbei ist Prob{(x,A)< [(x,4)]}>4 sowie Prob{ (2,4) > [(z,A)]}>4 
und <(x, A) ein häufigster der (x, A)-Werte. Szentmärtony (Budapest). 

Münzner, Hans: Zur Abschätzung von Wahrscheinlichkeiten. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik, München 2, 130—137 (1950). 

Consider a distribution f(x) and denote the second moment around a by b2. 
The au. gives a lower bound for the probability of a Ab <xz <a-t4% b, assuming 
that f(a— |«—a|) + fa + |e—aj|) is not increasing when |e—a| increases and 
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that it is convex from below for «—a| >x,. Both the case of known and of 
unknown x, are dealt with. (The first mentioned assumption alone leads to the 
 Gauss-Meidell inequality.) S. Vajda (Epsom, England). 
Müller, Max: Bemerkungen zur Fehlertheorie. Math. Z., Berlin 52, 735 —749 
(1950). 
Es sei &,,%,..: irgendeine Folge reeller Zahlen, 0 <x, <1, die im Inter- 
vall (0, 1) gleichverteilt sind [s. H. Weyl, Math. Ann. %%, 313—352 (1916)], ft) > 0 
+00 ” 


eine R-integrierbare Funktion, 3 fit) dt = 1, und wir setzen F(x) = [ fit) dt; es 


—00 
bedeute © —=@(y) die Umkehrungsfunktion von y=F(x) [wenn F(x) im Inter- 
valle (&) & + k) Konstant ist und den Wert %, hat, so definiere man G(y,) beliebig 
im Intervalle (x, &, + R)]. Verf. beweist, daß f(t) die ‚„Dichtefunktion“ der Folge 
2, = @(x,) ist,d.h.daß, wenn A, (a,b) = > 1 gesetzt wird, für jeden reellen 


ask sb;ksn 
Wert von a und 5 (a <b) gilt: 


b 
TR lim DD _ fyiat. 
Pi N—00 a 

Somit kann man zu jeder „Dichtefunktion“ f(t) [d.h.zu jedem nichtnegativen 


+00 
und R-integrierbaren f(t) mit 1 ftt)dt = 1] Folgen z, konstruieren, welche f(t) 
2 ‚ 


als „Dichtefunktion‘“ haben, d.h. für welche (1) gilt. Verf. teilt mit, er habe diesen 
Satz in der Literatur nicht gefunden und obigen Beweis habe ihm Herr H. Kneser 
_ mitgeteilt. Tatsächlich ist dieser Satz wohlbekannt [siehe z. B. E. Tornier, Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und allgemeine Integrationstheorie, Leipzig und Berlin 1936 
— dies. Zbl. 13, 359 — wo, wenn auch in nicht leicht verständlicher Form und mit: 
einem unnötig komplizierten Beweis, dieser Satz bewiesen ist; den Beweis, den 
Verf. gibt, findet man z. B. bei Ref., 30 Jahre Mathematik in der Sowjetunion T, 
Über die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung(ungarisch), Mat.Lapok 1,Nr.1, 
54 (1949)]. Verf. beweist auch, daß, wenn die Folge z, die Dichtefunktion f(t) hat 


zT 
md (2). F f(t) dt gesetzt wird, die Folge x, = F (z,) im Intervall (0, 1) gleich- 


00 
verteilt ist; diese Tatsache ist auch wohlbekannt [siehe z.B. N. V.Smirnov, 
Uspechi mat. Nauk 10, 179—206 (1944)]. Ferner gibt Verf. für g (£) einige hinreichende 
Bedingungen an, denen zufolge, wenn die Folge z, die Dichtefunktion f(t) hat, die 
Relation 


1 N +00 
(2) im — Ig)— S ach) Ic) di 

n>X0 k=1 —00 
stattfindet; z. B. genügt es, daß f(t) und g(t) stückweise stetigsind und g (f) beschränkt 
ist. Wenn bezüglich g(t) nur R-Integrierbarkeit vorausgesetzt wird, so beweist Verf. 
die schwächere Relation 


I. En 
(3) lim lim — Do) = S st) Fb) at. 
S>00 n—co k=1 —00 
er] s $ 


A. Renyi (Budapest). 
Frisch, Ragnar: On the distribution of a sum of squares over a linear subspace. 
Z. Ökonometrie, Mainz 1, 105—110 (1950). 
The au. gives a simple proof of the well known theorem that the sum of squares 
“ of h independent normal variates with mean zero and common standard deviation o, 
which are subject to p homogeneous linear restraints, are distributed as is 42:08 
(which he denotes by y2) with n — p degrees of freedom. 8. Vajda (Epsom, Engl.). 
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Kac, Mark and Harry Pollard: The distribution of the maximum of partial |] 
sums of independent random variables. Canadian J. Math. 2, 375—384 (1950). 
Bei den Teilsummen ,—X,+':''+ X, normal gleichverteilter unabhän- | 
giger Zufallsveränderlichen X, fand Bachelier 1937 für lim Prob [max |sr| < ayrı 
k<nt 


Nn—>00 
eine Reihenentwicklung nach Exponentialfunktionen von t/a?. Kac hat mit Erdös 
1946 dieses Ergebnis einerseits für gewisse, nichtnormale Verteilungen der X, ver- 
allgemeinert, andererseits gezeigt, daß — wenn nur die zweiten Momente der X,; 


a . 
beschränkt sind — obige Grenzverteilung durch f P(x,t) dx dargestellt werden 


—q 
kann. Hierbei ist P jene Fundamentallösung der Diffusionsgleichung P,,=2P, 
welche bei x = 0 für {— 0 singulär wird und den Randbedingungen P+La,t)=0 
genügt. — Hier wird nun gezeigt, daß selbst bei der Cauchyschen Verteilung | 
[z(1 + x2)]1 der X, bei welcher kein endliches zweites Moment existiert, für 


lim Prob a Is. <a 2 eine Reihenentwicklung angegeben werden kann. Aller- ' 
n—>00 k<nt N 
dings treten in dieser neben Exponentialfunktionen von t/a auch Eigenwerte und 


von a abhängige Eigenlösungen einer Hilbert-Schmidtschen Integralgleichung auf, 

die durch elementare Funktionen nicht darstellbar scheinen. Trotzdem kann die 
mittlere Absorptionszeit des entsprechenden Cauchyschen Zufallsvorganges x(t) be- 

rechnet werden. Ist nämlich 7(a) die untere Grenze jener t, für welche die obere 

Grenze von |x(v)| <a bei 0 <v <t ist, dann wird der Erwartungswert von 7 (a) 

bzw. T?(a) gleich a bzw. Sa ler + a nn + +: ı Szentmärtony. 

Fisher, Ronald Aylmer et Daniel Dugue: Un resultat assez inattendu d’arith- 
mötique des lois de probabilit6. C. r. Acad. Sci., Paris 227, 1205—1206 (1948). 

Es wird ein Beispiel angegeben, in dem die Summe zweier Zufallsveränderlicher 
mit gegebenem Wahrscheinlichkeitsgesetz und der Eigenschaft, daß keine der beiden 
Veränderlichen in zwei unabhängige Veränderliche, von denen eine eine Gaußsche 
Veränderliche ist, zerlegt werden kann, sich aus einer Gaußschen und einer diskon- 
tinuierlichen Veränderlichen zusammensetzt. Heinhold (München). 

Karhunen, Kari: Über die Struktur stationärer zufälliger Funktionen. Ark. 
Mat., Stockholm 1, Nr. 13, 141-160 (1950). 

Wie in einer früheren Veröffentlichung von O.Hanner (dies. Zbl. 37, 82), 
wird auch hier die Wold-Kolmogoroffsche Zerlegung stationärer Folgen x, von# 
Zufallsgrößen in zwei, durch ihre früheren Werte später bestimmte, determini- 
stische bzw. rein unbestimmte, indeterministische Komponenten auf sta- 
tionäre stetige Zufallsfunktionen x(t) verallgemeinert. Hier werden aber zu 


diesem Zwecke die ÜCramersche bzw. Khintchinesche Spektralzerlegung von 
oo 


wi) f e'?t dZ,()) bzw. ihrer Selbstkorrelationsfunktion 
— oo 
FUN "00 
E[x(s +) x(s)] = T' eü*t dF (A) 
— oo 


herangezogen und so Bedingungen für die Bestimmtheit oder reine Unbestimmtheit 
der betrachteten Zufallsfunktionen angegeben. Gemäß der Zerlegung von F (A) in 
einen ganzstetigen, einen rein sprunghaften sowie einen stetigen Teil, wird nämlich 
x (t) in zueinander orthogonale Komponenten mit ganzstetigem, punkthaftem bzw 
singulärem Spektrum zerlegt. Die beiden letzten sind deterministisch und die erste 


[0,0] 
deterministisch oder rein indeterministisch, je nachdem f len divergiert 
+ 
==09 


oder konvergiert. Diese Bedingung ist bereits von N. Wiener 1943 erhalten worden, 
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wie dies sein — allerdings erst 1949 veröffentlichtes — Buch: Extrapolation, inter- 
' polation and smoothing of stationary time series with engineering applications 
{New York and London 1949; dies. Zbl. 36, 97) z. B. auf S. 53—55 zeigt. 


Szentmärtony (Budapest). 
Roseau, Maurice: Sur une elasse de fonetions al6atoires. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 230, 1497—1499 (1950). 


The au. announces results concerning the solution of 


bb 
px, y) =-[ JS K@EyKynop@ n)dedn 


for positive definite (x, y). This integral equation appears in the study of random 
 Zunetions U (x) such that the second order moments of 


| b 
2,U= [ K(a,&;t) U(e)d£ 
| a 
‚are independent of t, K being subject to appropriate conditions. The au. considers, 
' in particular, the two cases where the operator 2, is (i) unitary, (ii) hermitian. 
HE . 
S. Vajda (Epsom, England). 

Lyttkens, Ejnar: On a class of conditional distributions, eonneeted with some 

‚ astronomieal problems. Ark. Astron., Stockholm 1, Nr. 3, 11—25 (1950). 

Verschiedene astronomische Probleme führen zur folgenden, mehrfach behan- 

‚ delten Aufgabe. Bei den unabhängigen Zufallsveränderlichen Y, Z ist aus den be- 
' kannten (oder vorausgesetzten) Verteilungsdichten von X=Y-+Z und Z die 
bedingte Dichte von Z oder F für X =x bzw. X <ıbzw. x —öd <X<c+Ö6 
zu bestimmen. Verf. ermittelt formal die charakteristischen Funktionen und die 
' Kumulanten dieser Dichte, wenn Z bedingungslos als normal verteilt vorausgesetzt 
‘ wird. Ist X die richtige scheinbare und Z die absolute Größe bei der Verteilung 
der Sterne im Raume, dann ergeben sich so bezüglich Z die von Malmquist erhal- 
tenen Formeln für den bedingten Mittelwert und die bedingte Streuung sowie die 
Entwicklungskoeffizienten der Charlierschen Reihe der bedingten Dichte nach den 
Ableitungen der mit diesem Mittelwert und dieser Streuung gebildeten normalen 
Verteilung. Abschließend wird die Wirkung einer kleinen Abweichung von der 
— bedingungslos normalen — Verteilung bei Z besprochen. Szentmartony. 

Lyttkens, Ejnar: On a elass of multidimensional eonditional eharaeteristie func- 
tions and semiinvariants. Ark. Astron., Stockholm 1, Nr. 4, 27—45 (1950). 

In Verallgemeinerung des in der vorangehend besprochenen Note behandelten 
Problems werden für s-dimensionale, unabhängige Zufallsveränderlichen Y, Z bei 
bekannter Verteilung von X = Y +Z und — in den Koordinaten korreliert oder 
unkorreliert vorausgesetzter — normalen Verteilung von Z, die charakteristischen 
Funktionen und Kumulanten der Verteilungen von Z und Y unter jener Bedingung 
formal berechnet, daß X = x ist oder einem s- bzw. kleiner als s-dimensionalen 
Bereich angehört. Szentmärtony (Budapest). 

i Lyttkens, Ejnar: A generalisation of the multidimensional A-series. Ark. 
Astron., Stockholm 1, Nr. 5, 47—57 (1950). 

In Verallgemeinerung der Gram-Charlierschen Reihen wird die Entwicklung 
einer mehrdimensionalen Dichtefunktion nach den partiellen Ableitungen einer 
anderen, insbesondere normalen, durch formale Heranziehung der beiden charak- 
teristischen Funktionen betrachtet, und die Entwieklungskoeffizienten werden durch 
‚die Differenzen der Kumulanten bzw. der zentralen Momente der beiden Vertei- 
lungen angegeben. Da bei der Addition von unabhängigen Zufallsveränderlichen 

“ _ wie bei einer statistischen Größe und der entsprechenden Beobachtungsfehler — 
‚die Kumulanten gleicher Ordnung sich addieren, lassen sich die Koeffizienten bei 
der Entwicklung der Dichtefunktion der einen Komponente nach den Ableitungen 
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der Dichtefunktion der Summe durch die Kumulanten der anderen Komponente; 
einfach angeben. Szentmärtony (Budapest). 

Lyttkens, Ejnar: Determination of unknown distributions by means of con- 
ditional frequency funetions. Ark. Astron., Stockholm 1, Nr. 7, 69—75 (1950). 

Anläßlich der Behandlung verschiedener astronomischen Probleme zeigten 
Malmquist und Lindblad formal, wie bei eindimensionalen unabhängigen 
Zufallsveränderlichen Y, Z die Verteilungsdichte von Y aus der angenähert bekann- 
ten Verteilungsdichte von X = Y +Z sowie jener von Z, bei diesem aber unter 
der Bedingung, daß X = x ist oder einem gegebenen Bereich angehört, angenähert 
bestimmt werden kann. Dies Verfahren wird hier auf mehrdimensionale Zu-| 
fallsveränderlichen ausgedehnt. Szentmärtony (Budapest). 

Levy, Paul: Fl&ments de la th&orie des processus A la fois stationnaires et de 
Markoff, dans le eas d’un systeme ayant une infinit& d&nombrable d’&tats possibles. 
C©.r. Acad. Sci., Paris 231, 467—468 (1950). 

Kendall, David @.: Stochastie processes and population growth. (Symposium | 
on stochastic processes, held before the Research Section of the Royal Statistical 
Society, June 9th, 1949.) J. R.statist. Soc., London, Ser. B, 11, 230—264 (1949). 


Bis 1939 fußte die mathematischeBevölkerungstheorie wesentlich auf dem deterministischen | 
Prinzip der eindeutigen Bestimmbarkeit der künftigen Bevölkerungsentwicklung aus ihrem 
Anfangszustand. Während in der klassischen Theorie der kontinuierlich gedachte Be- 
völkerungsumfang N (t) zur Zeit t durch eine Differentialgleichung (Malthussches und logistisches 
Gesetz) und seine kontinuierliche Altersgliederung n (x, t) da durch eine Integralgleichung für 
die erwartungsgemäße weibliche Geburtenzahl 5(t) dt zur Zeit t, 


Eh 
dit) = g(t) + J Ay) "9. bite y)dy, 


gegeben war, bestimmte P. H. Leslie [Biometrika, Cambridge 38, 183—212 (1945)] die bezüglich | 
Alter x und Zeitpunkt t diskrete Altersgliederung mit Hilfe von Matrizenkalkül durch suk- 
zessive Multiplikationen mit Spaltenvektoren. Im Gegensatz hierzu berücksichtigen die nach 
W. Fellers [Acta biotheor., Leiden 5, 11—40 (1939); dies. Zbl. 21, 340] Beispiel von mehreren 
Autoren betrachteten stochastischen Bevölkerungsmodelle die Auswirkungen des Zu- 
falls, wobei das Anwachsen der Bevölkerung durch einen Markoff-Prozeß dargestellt wird. 
Verf. skizziert unter Darlegung der bisher erzielten Hauptresultate und unter Hinweis auf zahl- 
reiche noch zu lösende Probleme eine vollständige stochastische Theorie des Bevölkerungs- 
wachstums. Sein aus Furrys einfachem Geburt- und Fellers Geburt-Tod-Prozeß konsequent 
entwickelter Geburt-Tod-Einwanderungs- (A, u, x)-Prozeß setzt zeit- und alters-unabhängige 
Geburts-, Sterbens- und Einwanderungswahrscheinlichkeiten A dt, udt, x dt voraus. Für die 
Laplacesche Transformierte 


p(2, t) == SR : 2 () 
N 


der zur Zeit t geltenden Wahrscheinlichkeitsverteilung p,„(t) für den Bevölkerungsumfang 
R = OR .. ergibt sich, wenn zur Zeit = (0) die Individuenzahl N, = 1 beträgt, aus der 
Differenzen-Differentialgleichung; der die p„(f) genügen, die partielle Differentialgleichung 
op A op 
a Meer ansehe, 
aus deren Lösung auf die Form der Verteilung p,(£) und ihre Momente geschlossen wird. Wenn 
völlige Unabhängigkeit der von verschiedenen gleichzeitigen Individuen stammenden Teil- 
bevölkerungen vorausgesetzt wird, ergibt sich für beliebiges N, die Verteilung ?„(t) aus der 
zugehörigen Errzeugenden p*°; für x = 0) ist p,(l) eine geometrische Folge, für u — 0 negativ 
binomisch, für A=(0 eine Poisson-Verteilung. Verzichtet man auf die Unabhängigkeitsvoraus- 
setzung und nimmt man (mit <= 0) (analog der logistischen Verallgemeinerung des Malthus- 
schen Gesetzes bei deterministischer Betrachtung) A und u als lineare Funktionen von N (£) 
an: 
= 0: [N,—N)), a=Pß-[NW)-N,], N, <N,, 
so genügt p der partiellen Differentialgleichung 2-ter Ordnung 
op [) op [) 
E=B-(di-2) al? - Ne] ee In.9-2:2], 
die Verf. unter Annahme einer Grenzverteilung für t— oo als gewöhnliche Differentialgleichung 


für D(z) = ‚au p(,t) löst. Ein Spezialfall zeigt, daß nicht immer das aus der stochastischen 
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_ Betrachtungsweise erschlossene erwartungsgemäße Verhalten der Bevölkerung mit der Lösung 
des entsprechenden deterministischen Problems zusammenfällt. Im allgemeineren (A, u)-Prozeß 
mit zeitabhängigen A, u behandelt Verf. das älteste Problem der stochastischen Bevölkerungs- 
‚theorie, nämlich das von Galton 1874 aufgeworfene Problem des Aussterbens von Familien- 
namen.. Zur besseren Berücksichtigung der Generationsdauer untersucht Verf. Mehr-Phasen- 
' Prozesse, die auf x2-Verteilungen führen. Ferner wird für Furrys A-Prozeß die Schätzung von A 
aus einer empirischen Bevölkerungsentwicklung auf Grund des Maximum-Likelihood-Prinzips 
_ dargestellt. Die zufallsmäßigen Schwankungen der durch dN (x, t) gegebenen Altersgliederung 
_ der Bevölkerung behandelt Verf. unter Benutzung des der Momenterzeugenden nachgebildeten, 
“ von 8. Bochner (dies. Zbl. 29, 368) eingeführten Moment-erzeugenden Funktionals 


M[$(«);t]=B jo} 6(x) AN (, | 


; (dessen Argument eine Funktion 6 (x) ist). Für die durch die Entwicklung von dessen Logarithmus 
‚ gegebenen Kumulantenfunktionen ergeben sich Integralgleichungen, die bei Mittelwert «(x, t) da 
und Varianz f(x, t) dx wiederum dem eingangs erwähnten, von Feller gelösten Typ angehören, 
während sie für die Covarianz y(z, y,t) d&dy komplizierter lautet. Explizite Lösungen gibt 
' Verf. nur für Spezialfälle mit konstanten 2, u. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Fortet, Robert: Sur la probabilit& de perte d’un appel telöphonique dans un 
groype de x seleeteurs command£6s par un orienteur unique. C.r. Acad. Sci., Paris 
[226, 159-161 (1948). 
| Fortet, Robert: Sur la propabilit& de perte d’un appel telöphonique. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 226, 1502—-1504 (1948). 
Pollaezek, Felix: Sur la probabilite de perte d’un appel tel&phonique dans le 
cas d’un seul groupe de lignes avee blocage temporaire. C.r. Acad. Sci., Paris 226, 
2045—2047 (1948). 
Fortet betrachtet ein System von Telefonlinien mit x Wählern und einem 
Vorwähler ©. Ein Anruf in diesem System wird von C an einen der x Wähler weiter- 
; gegeben, der dann für die Dauer des Gesprächs besetzt bleibt. Der Vorwähler € 
' selbst wird nach einer festen Zeit 9 wieder frei. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit 
für den Verlust eines Anrufs, der dadurch entsteht, daß entweder die x Wähler 
oder (' besetzt sind. Unter der Annahme, daß die Gesprächsdauern exponentiell 
verteilt sind und die Anrufe gemäß einem Poissonprozeß erfolgen, ergibt sich ein 
Markoffscher Prozeß, für den mittels der Kolmogoroffschen Gleichung die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit ermittelt wird. — Die Ergebnisse der erstgenannten Arbeit 
_ werden in der zweiten für den Fall verallgemeinert, daß X Wähler in n Gruppen 
zu je x Wählern aufgeteilt sind, deren jede einen einzigen Vorwähler besitzt. — 
Pollaczek behandelt die weitergehende Verallgemeinerung des obigen Problems 
für den Fall eines Systems von s >2 Telefonlinien, von denen jede durch jeden 
‘ Anruf für eine gewisse Zeit blockiert wird. Nach Methoden, die Verf. in mehreren 
_ Arbeiten [z. B. Math. Z. 35, 230—278 (1932) und Ann. Inst. H. Poincare 10, 1—55 
(1946)] entwickelt hat, wird die erwartungsmäßige Anzahl der verlorengehenden 
Anrufe bestimmt. Der sich dabei ergebende Ausdruck enthält als Spezialfall auch 
die bekannte Formel von K.A.Erlang. Georg Friede (Göttingen). 
Domb, €.: Some probability distributions eonneeted with recording apparatus. 
U. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 429—435 (1950). 

Die bereits in früheren Arbeiten (dies. Zbl. 30, 403) vom Verf. dargestellte, 
auf der Verwendung der Laplaceschen Transformierten beruhende Methode wendet 
Verf. jetzt auf weitere Fragen des dort angeschnittenen Problemkreises von Zufalls- 
ereignissen für jeden Zeitpunkt t konstanter Ereigniswahrscheinlichkeiten A dt an, 
nach deren Eintritt das Registriergerät für die Zeit 7 nicht registrierfähig (‚tot‘) 
ist. Auf diese Weise bestimmt Verf. vollständige Wahrscheinlichkeitsverteilung, 
Mittelwert und Streuung für die von N. Feather (dies. Zbl. 35, 281) diskutierten 

“ Anzahlen zufälliger Koinzidenzen zweier derartiger Ereignisse sowie Anzahlen 
"k-gliedriger Klumpen, d.h. solcher registrierter Ereigniseintritte, in deren totes Zeit- 
intervall (k— 1) nicht registrierte Ereignisse fallen. Ferner wird die Methode unter 


\ 


Heranziehung eigener Resultate (C. Domb, dies. Zbl. 29, 60) ausgedehnt auf die 
analogen Fragen für den von M. Blackman und J.L. Michiels (dies. Zbl. 30, 190) 
untersuchten Fall eines Registriergerätes, welches Ereignisse nur dann registriert, 


wenn die seit dem letzten Ereignis vergangene Zeit mindestens 7 beträgt. - 
M. P. @eppert (Bad Nauheim). |f 
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Statistik: 


e Pearson, Karl: Early statistical papers. Cambridge: At the University Press 
1948. VIII, 558 p.a. 25 plates. 21s.net. 

Richter, Hans: Zur Begründung des Inklusions- und Repräsentationsschlusses 
der mathematischen Statistik. Mitteil.-Bl. math. Statistik, München 2, 83—89 
(1950). | 
Det a sample S of size m be taken from a lot and let m, of them be of a given 
type. The inferences mentioned in the title concern the probability of finding ng |f 
elements of that type in another sample 7 of size n, when the composition of the f 
first sample is known. In particulier, ‚inclusion‘“ refers to the case SDT and 
„representation“ to TDS. The latter belongs, of course, to the field of inverse | 
probability. The classical hypergeometric formulae are simultaneously derived from 
a new formalism, the full axiomatic justifieation of which will be given in a future 
paper. The deduction is by its very nature only valid for ‚„subjective‘‘ probabilities 
(as defined in the paper) and it will be necessary to await the promised exposition 
to understand the connection with the usual formulae of combinatorial theory. 

S. Vajda (Epsom, England). 

Gumbel, E. J. and H. von Schelling: The distribution of the number of ex-. 
ceedances. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 247—262 (1950). 

Verff. stellen die Wahrscheinlichkeitsverteilung 


w(n,m, N, x) -(}) ( "m|(N +n) ze 


für die Anzahl der Überschreitungen des Wertes der m-t größten unter n Beobach- 
tungen einer kontinuierlichen Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung bei N 
weiteren Versuchen auf. Für den Fall, dß n= N =2k—1 groß ist, ist die 
Anzahl ® der Überschreitungen des Medians k der ersten der beiden Stichproben 
normal mit dem Mittelwert k und der Streuung k verteilt. Sind m und x im Ver- 
gleich zu (großem) n— N klein, so ergibt sich als Verteilung der „seltenen Über- 
schreitungen“ 


— AN I\m+ 
win,m.n,.a)=(""" )5)" "= w(nn—m+1, N,n— x) 


mit dem Mittelwert m und der Streuung 2m. Die erhaltenen Verteilungen und die 
zugehörigen Verteilungsfunktionen werden hinsichtlich ihrer Charakteristiken 
(Median, Mode, faktorielle Momente), wichtiger Spezialfälle [m = 1, = (2n — 1)/2 
u.a.] und Toleranzgrenzen im einzelnen diskutiert. Georg Friede (Göttingen). 


‚Greenwood, Robert E. and Mark 0. Glasgow: Distribution of maximum and | 
minimum frequeneies in a sample drawn from a multinomial distribution. Ann. 
math. Statist., Baltimore Md. 21, 416-424 (1950). 
The au. calculates the expectations and variances of the extrema of N, and ng 
in samples from populations with distributions 1; 

Der N! 
a (1—p)” and em ER 
For the binomial case, exact expressions are given (involving the incomplete 
Beta-function), and also a normal approximation. Only the latter is used for. 


the trinomial case. S. Vajda (Epsom, England). 


9 


 Risser, R.: ‚Caleul des constantes de certaines surfaces de distribution. Bull. 
trimestr. Inst. Actuaires Frangais 61, 141—232 (1950). 


Verf. hatte früher gezeigt [Bull. Assoc. Actuaires Belges 53, 558 (1948) und 


dies. Zbl. 2 215], daß gewisse Typen von Streuungsflächen der Moutardschen 
0°2 
Gleichung ey = H(x, y) genügen. In vorliegender Arbeit gibt Verf. zunächst 


Methoden approximativer Bestimmung der Konstanten für die Pearsonschen 
en 


ala") Hd 
und 
ee een 


it A=1 und H(2,y)=0 und für die Streuungsflächen vom Typus des ellip- 
tischen Paraboloids 


x 


Pr; ER ak mit y| it 


L a? 
xa\m y? n7ıh 

Ze] 
Alsdann behandelt Verf. das inverse Problem, indem er auf drei verschiedenen Wegen 
Jie Moutardsche Gleichung für den Spezialfall 7 (x, y) = (ax + by) (bz + cy)—b 
auflöst, welcher der Laplace-Gaußschen Streuungsfläche entspricht. Härlen. 
Kanellos, $S. 6.: Über die Unabhängigkeit zweier Ereignisse und die Normalität 
einer zufälligen Variablen. Bull. Soc. math. Grece 24, 85—101 und engl. Zusammen- 
fassg. 101—102 (1949) [Griechisch ]. 
Ein Ereignis A (bzw. ein von A unabhängiges Ereignis B) mit der Wahrschein- 
ichkeit (W.) p (bzw.g) sei x-mal (bzw. y-mal) in einer Folge 9,,.-.,9, (bzw. 
..,@,) von nunabhängigen Versuchen beobachtet; dann kann man in bekannter 
Weise (P. Rider, An introduction to modern statistical methods, London 1939, 

2111; dies. Zbl. 22, 248) die W. P,,(z), daß das zusammengesetzte Ereignis 
B z-mal in der Folge der n zusammengesetzten Versuche 9,@,,.. ., 9, @, 
srscheint, berechnen. Die Formel, die man so erhält, ist aber umständlich, insbe- 
sondere, wenn man nach der W. fragt, daß z zwischen gegebenen Grenzen liegt. 
Verf. berechnet, daß für genügend großes n die W., daß z im Intervall (I): 


(py + a8 — pan— 3,2952 Ynpai— mg, 
| py + g«—pan + 3,2952 Ynpq(1—p) 1-9) 
ee 0,999 ist. Da diese Formel unter der Voraussetzung der Unabhängigkeit 


von A, B berechnet wurde, so schließt Verf., daß es, wenn z bei Untersuchungen 
t genügend großem n außerhalb des Intervalls (I) liegt, ganz unwahrscheinlich 
ist, daß die Ereignisse unabhängig sind. Eine Anwendung seines Schlusses im Fall 


sines Roulettespieles zeigt, daß „ungerade“ und ‚rot‘ abhängig sind. — Es sei X 
sine Zufallsvariable mit normaler Verteilung, d.h. mit der Häufigkeit 
1 (x — a)? 
N, | I |: 


Es sei ferner A das Ereignis: X liegt im Intervall (a—h, a + k), B das Ereignis: 
X liegt im Intervall (a—k,a+h) mit k <h. Dann ist AB das Ereignis: X liegt 
in (a—k,a-+k). Wählt man h, k so, daß w(A)=p, w(B)=g, w(AB) = pg, 
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so sind A und B unabhängig. Gehören nun von n beobachteten Werten 0... #4 
einer Zufallsvariablen X die x zu A, die yzu B und die zzu AB, so liegt z im Inter 
vall (/) mit einer W. 0,999, wenn X eine normale Verteilung hat; liegt 2 nicht in (7), 
so ist es nach Verf. unwahrscheinlich, daß X eine normale Verteilung besitzt. Verf 
berechnet h, k als Funktionen von o für p=qg=1/2 und gibt einige weitereli 
Normalitätskriterien und Anwendungen seiner Methode. Schließlich beantwortet! 
Verf. folgendes Problem: Angenommen, daß das Ereienis AB z-mal ini 
9:9, , erscheint; gesucht die W., daß A x-mal bzw. B y-malin 9, -- . Gy 
bzw. @,,. . ., G, erscheint. D. A. Kappos (Erlangen). 

Birnbaum, Z. W.:; Effeet of linear truneation, on a multinormal population.) 
Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 272—279 (1950). 

Nach Erledigung einfacher Spezialfälle werden folgende Sätze über die durch) 
die Gewichte a, und den Trennungspunkt 7 bestimmten linearen Verstümmelun- 


Il a 
den Ü—= = a,Y, >r einer Zufallsveränderlichen (X, Y,,..., Y,) mit bekannter 
N 


normaler Verteilung bewiesen. 1. Einen gegebenen Mittelwert m von X bei kleinster 
Wahrscheinlichkeit von U <r oder Streuung von X sichert jene und nur jene 
Verstümmelung, bei welcher a) mit o°(U) = 1 der absolute Wert des Korrelations- | 


koeffizienten von X und U seinen größten Wert g erreicht und b) 7 der Glei-| 
[0,0] | 


chung = — ln 4 e #2 dt gemügt. 2. Ein gegebenes «- Quantil X, von X sichert | 


bei kleinster Wahrscheinlichkeit von U <r jene und nur jene Verstümmelung, 
bei welcher, neben der vorigen Bedingung a), der Trennungspunkt 7 der Gleichung! 


it ji ji : a dei: 1 fr #2 | 
lm naeh 
genügt. Diese Sätze finden Anwendungen bei Zulassungsprüfungen. Y,,..., Fr} 
bzw. X sind hierbei die von den Bewerbern in ! Prüfungsfächern bzw. von den auf- 
genommenen später in einem Prüfungsfach erreichten Punkte. Szentmärtony. 
Chandler, K. N.: On a theorem concerning the secondary subseripts of deviations 
in multivariate correlation using Yule’s notation. Biometrika, Cambridge 37, 451— 
452 (1950). | 
Domb, €.: The statisties of eorrelated events. I. Phil. Mag., J. theor. exper. | 
appl. Phys., London, VII. S. 41, 969—982 (1950). 
An Stelle „‚zufälliger Ereignisse“, die im Zeitintervall (t, + dt) unabhängig | 
voneinander mit der Wahrscheinlichkeit A dt eintreten, betrachtet Verf. allgemeiner | 
korrelierte Ereignisse der Klasse r, bei denen die Eintrittswahrscheinlichkeit zur 
Zeit t genau von den Zeitpunkten der letzten r Ereigniseintritte abhängt. An Stelle | 
der von H. Bateman [Phil. Mag., London, VI. S. 20, 704—707 (1910)] für erstere | 
bewiesenen Formeln E(n)=At, E(n)— [E(n)?=At für Erwartungswert und 
Varianz der Anzahl n der im Zeitintervall (0, ) erfolgenden Ereignisse erhält Verf, | 
E(n)=«aAt, E(n?)— [E(n)]? = yXlt)-aAt 
mit —=1Ng: >= EZ), & = Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden 


PIE En) 
Ereignissen, y?lt) = 21x: | —_ dt, wo die ‚„Korrelationsfunktion“ e(?) 


() 

die Zeit ranzeigt, in welcher merkliche Korrelation zwischen den Ereigniseintritten 
herrscht. Aus der Wahrscheinlichkeit f(&) d& für Ereigniseintritt im genauen Zeit- 
abstand & vom letzten solchen ergibt sich die Wahrscheinlichkeit für keinen Ereignis- 
eintritt in der Zeit E nach einem solchen als 


€ 
D(E) = exp [- Item au) = exsp(-A:F(H) 
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ge)dg—=A: Fl) exp (—A:F(E))dE. 


1 Benutzung geeigneter Operatoren ER Form 


: u,(l) = = [w, ((— m) exp [-A: Fin] dn, 


F w,() =Qw,_,() = Sun (gl) dE 


| führt zu einer Integralgleichung für die Momenterzeugende w(@,t) der Wahrschein- 
\ liehkeit w,(t) dt für Eintreffen des n-ten Ereignisses im Zeitpunkt 4,t+.dt; sie 
. wird mit Hilfe Laplacescher Transformation für r=1 und t— gelöst und 
‚ liefert die Kumulanten der Wahrscheinlichkeit w,(t) für genau n Ereigniseintritte 
' im Zeitintervall (0,2). Im Falle r >1 wird zur Vermeidung der genannten Inte- 
 gralgleichung die Wahrscheinlichkeit t,(£) dE dafür, daß die Summe der n benach- 
| barten Zeitintervalle zwischen & und £ +.d£ liege, herangezogen. Im Falle r=1 
‚ werden folgende Beispiele ee 1. &-Teilchen-Zähler konstanter Erholungszeit ß; 
Ph =rrneilk); = ß ölt) + (1—P)Ae-*. Ferner dehnt Verf. den 
‚ Campbellschen Satz über N BAR: der Amplitude in einem Meßgerät, in 
, welchem jedes Ereignis zu einer nach der Zeit t durch s(t) gegebenen Amplitude 
‘ führt, aus auf korrelierte Ereignisse und untersucht die zufällige Aufteilung korre- 
lierter Ereignisse. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
Kellerer, Hans: Elementare Ausführungen zur Theorie und Technik des Stich- 
 probenverfahrens. (Schluß.) Mitteil.-Bl. math. Statistik, München 2, 36—49 (1950). 
Fortsetzung der in dies. Zbl. 30, 92, 210 besprochenen Arbeit. Darlegung des 
Klumpenauswahlverfahrens (cluster sampling) bei gleichem Klumpenumfang N*. 
\ Die Grundgesamtheit besteht aus k Klumpen von je N* Werten 2,,5 =1,..., N*). 
| Die Streuung s; der k Klumpenmittelwerte M,, ergibt sich aus der Streuung s der 
IE N* Einzelwerte x, W=1,..,%j=1,....N) und dem Intraklassen-Korre- 
| lationskoeffizienten 


0 = E{(&; —M) (an — MYEla —M (=1..„kj+lbj,li=1,..., N*) 


mittels ®—= s2-[1+0o(N*—1)]/N*. Werden aus den k Klumpen x zufällig 
herausgegriffen, so ist die Varianz der Gesamtmittelwerte von so gewonnenen Stich- 
proben 0? —= 52. (k— x)/#"(k—1); die. Güte des Klumpenauswahlverfahrens 
drückt sich in dem Verhältnis 


02/0? = N*(k— 1)f(kN*—1) [1 +o(N*—1)] 


‚von 07 zur Varianz o? der Mittelwerte zufälliger Stichproben vom Umfang x: N* 
baus. Die Ergebnisse werden an einem einfachen Modell illustriert. — Ferner schildert 
Verf. kurz Flächenstichproben- und sonstige mehrstufige Verfahren, schließlich 
, mehrphasige Verfahren und Auswahlverfahren mit eingebauten Kontrollen (balanced 
sampling). M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 

j Rossow, Ernst: Bemerkungen zur Anwendung statistischer Methoden in der 
Technik. I. Mitteil.-Bl. math. Statistik, München 2, 105—126 (1950). 

| Schilderung von in der Technik angewandten statistischen Verfahren. Nach 
knapper Skizzierung einiger Grundbegriffe der Theorie der statistischen Kriterien 
{und Erörterung der allgemeinen Zielsetzung der Fertigungsstatistik bespricht Verf. 
|Anwendung der Normal- und Log-Normal-Verteilung, Beurteilung empirischer 
}Merkmalshäufigkeiten mittels klassischer Kriterien, Approximation durch R.A. 
!Fishers Arcsin-Transformation und mit Hilfe von Walds Wahrscheinlichkeits-Ver- 
Ihältnis-Sequenztest, Beurteilung von Mittelwerten mittels Student-Test und 
IWalds Sequenztest. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 


} 
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Richter, Hans: Über die Teststärke des Fisherschen Testes. Z. angew. Math! 
Mech., Berlin 30, 197—203 (1950). 

Considering a 2x 2 table with given marginal totals, which may have ariserl 
from the application of two different treatments to homogeneous material, the au) 


introduces the parameter 
E Ur log Er Pı ] 


1-9) 194 = 
to measure the superiority of treatment B over A, where p, and p7 are the respective 
probabilities of success inherent in the two treatments. For any significance level &.) 
Fisher’s known test implies a probability P&of erroneously accepting the hypothesis 
P4= Pr. The au. gives an approximate method for the evaluation of these proba- 
bilities, for large marginal values. He also shows how to approximate the value of & 
(the „‚bound of sensitivity“), for which P£;= «a. The latter method does not require 
the marginal values to be large. S. Vajda (Epsom, England). 

Hemelrijk, J.: A family of parameterfree tests for symmetry with respect to 
a given point. I. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 945—955; Indag. math., | 
dam 12, 340—350 (1950). 

Zur Prüfung der Hypothese H,, daß n Variablen2,( =1,...,r)n voneinande 
unabhängigen, um z, = 0 symmetrischen, im übrigen beliebigen Verteilungen folgen, 
entwickelt Verf. eine Schar von Kriterien, die auf der kombinatorischen bedingten 
Simultan-Verteilung 

r n—-m—r n—m-+]1 
Amuzing= rre(i):(20,) eEE] 

der Anzahl n, positiver z und der Anzahl u derjenigen positiven z, deren Absolut- 
beträge nicht unterhalb des Medianwertes der -Absolutbeträge der n— m von Ü 
verschiedenen z liegen, beruhen, wobei H, vorausgesetzt und durch die Bedingung Z# 
die Absolutbeträge |z,|, : ' ' ‚2„| festgelegt sind. Wenn keine Alternativ-Hypotheset 
vorliegt, enthält der kritische Bereich des Testes in dem Punktgitter 0 <u <r, 
0 sn —usn—m—r nach G.A.Barnard (dies. Zbl. 29, 156) nur Punkte, 
deren Wahrscheinlichkeiten nicht diejenigen der übrigen Gitterpunkte übertreffen. | 
Wird hingegen zwischen H, und der Alternative HZ entschieden, nach welcher min- N 

| 

| 


destens ein Symmetriezentrum a,-== 0 und alle von 0 verschiedenen (im übrigen! 
beliebigen) Symmetriezentren a, der z, von gleichem Vorzeichen seien, so muß die! 
Vorschrift zur Bestimmung des kritischen Bereiches etwas abgeändert werden. Das 
neue Kriterium ist leistungsfähiger als R. A. Fishers (1925) bekannter, lediglich auf) 
dem gewöhnlichen Medianwert der z beruhender Vorzeichentest, der als partielle \ 
Lösung des hier behandelten Problems aufzufassen ist. M. P.@eppert. | 

Kimball, Bradford F.: On the asymptotie distribution of the sum of powers! 
of unit frequeney differences. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 263—271 | 
(1950). i 
. Beweis des Satzes: Wird einer der kontinuierlichen Kumulativ-Verteilungsfunk- | 
tion F (x) folgenden Gesamtheit eine geordnete zufällige Stichprobe x, < x, <'- < | 
entnommen, und bezeichnen 4,,, = F(&,1)—F (x), 4 =F(x,), U = 1—F(&,) 
die Einheits-Frequenz-Differenzen (‚unit frequeney differences“) und die Test- | 
funktion y,„ = = u? (p > 0, ganz) eine Potenzsumme von m (<n + 1) beliebigen | 


derselben, so ist 

si Im = Ey) =m Ian + I@+YV/Tm+p+1), 

und die „teilweise normalisierte Variable“ 2 = (n + 1)P - (Ymn— Im)/V m ist, wenn. 

n—co mit limm/n=c>0, asymptotisch normal verteilt mit Varianz 
im 22) = P(2p +) —I®p+1)—c-p-IT?p+1), 

außer in den trivialen Fällen p=1, m=n-+1) und (p=c=1). Der Beweis- 
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zang fußt wesentlich auf der für die charakteristische Funktion der Verteilung von y,, 
ee n! [ eitum du, du 


? = 
geltenden Beziehung 


‘ 1 
Gans iYem)=T (On + 2] wr- (1 w)rG, (tw; ym)@,l Aw); y„)dw/I”(n-+1) 


und auf den Resultaten einer vorbereitenden Arbeit (dies. Zbl. 29, 154). Der Spe- 
'zialfall p=2, m=n-+ 1 wurde bereits von P. A.P.Moran (dies. Zbl. 31, 60) 
behandelt. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 
Nandi, H. K.: Use of wellknown statisties in sequential analysis. Sankhya, 
‚ Caleutta 8, 339—344 (1948). 
A sequential procedure is defined by therulethatif x, =1,..., n) are random 
; variables, then sampling is terminated by acceptance of hypothesis 4 (6,), by rejec- 
tion of H(®,), or is continued, if the point (x,,..., %,) falls within chosen regions 
'w,(A), w„(R) or w„(C) respectively. The au. shows the following: (i) By making 
‚ use of uniformly most powerful, unbiassed regions for any given n, the test can be 
 chosgn to make the Operating Characteristic and the Average Sample Number 
‚ satisfactory. (ii) If 7, is an estimator of the parameter 0 with density f,(T,, 6) 
‚and if w„(C) is givenby A <f,(T,,6,)/f„(7T,,00) < B; then the resulting test for 
‚=, against 6 = 6, willterminate under fairly general conditions. In particular, 
this test is equivalent to the probability ratio test, if 7’, is a sufficient statistie. 
S. Vajda (Epsom, England). 
Armitage, P.: Sequential analysis with more than two alternative hypotheses, 
and its relation to diseriminant funetion analysis. J. R. statist. Soc., London, Ser. B 
12, 137—144 (1950). 
Verf. greift eine von G. A. Barnard in seiner Besprechung [J. Amer. statist. 
Assoc. 42, 658 (1947)] über A. Walds ‚Sequential analysis“ (New York 1947; 
dies. Zbl. 29, 158) zur Verallgemeinerung der Sequenzverfahren geäußerte Anregung 
auf und skizziert eine Theorie von Sequenzprobenverfahren, die zur Ent- 
scheidung zwischen k >2 verschiedenen Hypothesen dienen. Sei L, die bedingte 
Wahrscheinlichkeit einer Beobachtung unter der Hypothese H, (Likelihood), 
y;=inL,—InZL,, und die Beobachtungen einer Stichprobe voneinander unab- 
‚hängig, so wird auf Grund der n-gliedrigen Stichprobe H, angenommen, wenn 
> (y,— y,) > 4,,fürall 5#%,k und:=1,..,k—lund 3y,>4,,; H, an- 
genommen, wenn 3 4, <—4,, für alle j=1,...,k—1; die Stichprobe um 
1 Beobachtung vermehrt in allen anderen Fällen. Es wird gezeigt, daß für einen 
solchen Sequenztest die Wahrscheinlichkeit, beim n-ten Schritt noch keine Ent- 
cheidung zu erzielen, mit n— 00 gegen 0 strebt. Für die Irrtumswahrschein- 
lichkeiten x,,, H, anzunehmen, wenn H, wahr ist, gilt 
Bee ae und mithin. 00; > L— = eAss, 
ji 
Als Spezialfall A, , = 0 enthält der Test die von C.R.Rao (dies. Zbl. 34, 79, 
entwickelte Methode der Entscheidung zwischen k > 2 möglichen Populationen) 
bei welcher ein Inviduum der Population mit der größten Likelihood zugeordnet 
wird. Verf. wendet sein Verfahren auf die Entscheidung zwischen drei verschiedenen 
Merkmalswahrscheinlichkeiten an und vergleicht seine Methode mit dem von 
M.Sobel und A. Wald (dies. Zbl. 34, 230) für die Entscheidung zwischen drei 
Mittelwerten entwickelten, auf zwei gleichzeitigen, dichotomen Sequenztesten be- 
Iruhenden Verfahren. Ferner erzielt Verf. mit seinem Verfahren eine für praktische 
ragestellungen nicht unwichtige Verschärfung des Waldschen Häufigkeitenver- 
‘gleichs auf Grund von Sequenzproben. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 
_  Lawley, D. N.: A further note on a problem in faetor analysis. Proc. R. Soc. 
dinburgh A 63, 93—94 (1950). 
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Druckfehlerberichtigungen zu D.N.Lawley: Problems in factor analysis 
Proc. R. Soc. Edinburgh A 62, 394—399 (1949) (dies. Zbl. 33, 79) und Ergänzungt 
der dort benötigten Voraussetzungen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Bose, R. C.: Mathematical theory of the symmetrical factorial design. Sankhyat 
Caleutta 8, 107—166 (1947). “ 

Bose and Kishen [Sankhya, Caleutta 5, 21—36 (1940)] have shown how th | 
splitting up of the degrees of freedom of a s” symmetrical factorial design (wherei 
s = p" and p is prime) into sets of (s— 1) degrees of freedom each, such that thef 
degrees of freedom belonging to the different sets are mutually orthogonal, can bef 
carried out by using properties of the Finite Euclidian Geometries E@(m, s). Theft 
present paper reports on earlier results in greater detail. The headings of the para- 
graphs and their lengths are as follows: 1. The degrees of freedom carried by the 
parallel pencils of EG(m, p*) (6 pages). 2. The construction of confounded designst 
(19 pages). 3. Balancing and partial confounding for designs of the class (s”, s”AI)| 
(11 pages). 4. Balaneing and partial confounding for designs of the class (sl, s?)| 
(10 pages). 5. The problem of determining the maximum number of factors when| 
interactions up to a given order are left unconfounded (11 pages). The last paragraph | 
contains generalisations of some results due to R. A. Fisher. S. Vajda. 

Nandi, H. K.: A mathematical set-up leading to analysis of a class of designs, 
Sankhya, Calcutta 8, 172—176 (1947). 

Consider the normal variates z,,, @=1,..,2; J=1,...g; k=1,..9 
with means m,,, and common variance 0°, let the covariances between them equal 
0, 0 when i=i, j=j', 9,0®when i=ti, j=#j', and finally 0, 0 when © -#. 
This scheme can be transformed to that of four sets of independent normal variates; 
the variances of which differ from set to set. The au. assumes the m, ‚, to be linear! 


isk 
functions of unknown parameters and discusses their estimation and the testing} 
of hypotheses referring to them, in connection with factorial designs. SS. Vajda. 

Plackett, R. L.: Cyelie intrablock subgroups and allied designs. Sankhya, Cal- 
cutta 8, 275—276 (1947). 

If p is prime, designs of p" rows and (p*— 1)/(p— 1) columns can be formed | 
which contain p symbols in such a way that in any two columns each ordered pair 
occurs equally often. The au. reproduces some of Fisher’s designs of this type} 
by using a property of the representation of the Galois Field (33). S. Vajda. 

Carpenter, Osmer: Note on the extension of Craig’s theorem to non-eentral! 


variates. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 455457 (1950). 
Consider a set x, @—=1,...,n) of independent normal variates with means | 
M = (m,,...,m,) and variances 0°. Let a real symmetric quadratic form | 


Q(X)=XAX ofrank r be given. The au. proves the following: (i) Q(X)/o is| 
distributed as non-central y* with r degrees of freedom and second parameter 
Q(M)/20? if and only if A2=A. (ii) A necessary and sufficient condition for | 
X A,X and X’ A,X to be statistically independent is that A, A, = 0. These | 
statements are generalisations of theorems due to Craigand Hotelling, concerning 
m; = V for all... S. Vajda (Epsom, England). 
Hammer, Preston €.: Interference with a eontrolled process. J. Amer. statist.| 
Assoc. 45, 249—256 (1950). 
Sei &, (n=0,1,2,...) eine Folge voneinander stochastisch unabhängiger Zu- 
fallsvariablen, die alle der gleichen Verteilung F(£) mit Mittelwert 0 und Streuung o 
folgen. Sind a, c und m, Konstanten, so ergibt sich als Lösung m,, x, von | 


U Ma (% 1-4), CE ME Cr 


je eine Linearform der &,&,.-.,&, aus der sich für die Simultanverteilung je 


7 


__ zweier x bzw. m bzw. x und m die ersten und zweiten Momente und Serienkorre- 


lationen - 


Ex) = Elm) = (10) - (m—a) + a, 02, — 0b, +0? = [2-01 0)2M02/(2—e), 
ie O2 4 ee (mr ee LER Ogg_j | 

Oma = (LT (m — ec. LESE er Re De 
mem = (10) Omy- [Om Oaumı; = (L— ©)! Om; G= 0,1, 2,...) 
‚berechnen. Im Falle c=1 ist die erste Serienkorrelation der %: Oma 
alle weiteren (j > 2) dagegen 0. In der Grenze für k — oo folgt, wenn 0 <c<3, 


lim E(x,) = lim E(m,) = a, lim 02, = 202/(2— c), limo,, = co?/(2—c), 

lim 02, 2.5; = — (1 e))=1.0/2, lim Oma; = — (1 o)i1Yel2, 

lim Omy.my ; = (1— 0), lim oz.m.; = (Le)! Y e/2, 
[Formel (8) und (17) des Verf. von Ref, berichtigt]. Verf. untersucht diese asym- 
ptotischen Serienkorrelationen als Funktionen der ersten, 0, = imo... = — 0/2, 
und schlägt ihre Verwendung zur Prüfung bzw. Schätzung der unbekannten Inter- 
ferenzkonstanten c bzw. zur Prüfung der Eignung des obigen Interferenz-Gleichungs- 
systems vor. Die Resultate finden Verwendung in der laufenden Fabrikations- 
kontrolle, wo x, die laufenden Meßwerte, a deren angestrebter Mittelwert ist und 
nach jeder Messung x,_, deren Abweichung von a durch Neueinstellung der Maschine 
kompensiert wird. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Feron, Robert: De Y’information. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 1495—1497 
(1950). 

Enunciation of some theorems concerning parameters and statistics, in parti- 
ceular a new index of concentration and its estimation from samples. S. Vajda. 

Steinhaus, H.: Elementary inequalities between the expected values of eurrent 
estimates of variance. Colloqg. math. 1, 312—321 (1948). 

Elementary exposition of the classical inequalities connecting the expectations 
of sample variances of the Bernoulli, Lexis and Poisson models and of their 
application to the estimation of the variances of the populations, when the underlying 
probabilities are either known or must themselves be estimated from samples. 

S. Vajda (Epsom, England). 

Cohen jr., A. €.: Estimating parameters of Pearson type III populations from 
truneated samples. J. Amer. statist. Assoc. 45, 411—423 (1950). 

Considering a Pearson Type III distribution, with given mean u, standard 
deviation o, and parameter «,, which is truncated at x,, the au. shows how u and o 
can be estimated from samples by the method of moments, when «; is either known 
or must also be estimated. The paper is a sequel to a similar investigation, based 
on earlier work by K. Pearson and A. Lee and by R. A. Fisher, dealing with a 
truncated normal distribution [A. ©. Cohen jr., this Zbl. 35, 215]. Tables are 
available which make the use of the method practicable. S. Vajda (Epsom). 

Owen, A. R.: Aneillary statisties and fidueial distributions. Sankhya, Cal- 


; cutta 9,:1—-18 (1948). 


u) 2 


Let the likelihood function L for estimating the single parameter 6 satisfy the 
Ber log L= U p(0) + 7 g() + r() 


where U and V are dependent on the observed values, but not on 6. The au. studies 
the possibility of finding an ancillary statistie, i.e.a function of U and V whose 
distribution is independent of 6. He finds a necessary and sufficient condition for 
the existence of such a statistie, gives one possible method by which an ancillary 
can be found if it exists, and he demonstrates how ancillaries can be used to establish 
a fiducial distribution of the parameter 0. A connection between ancillary statistics 
and maximum likelihood estimates is also established. 8. Vajda (Epsom, Engl.). 
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Wolfowitz, J.: Minimax estimates of the mean of a normal distribution with 
known varianee. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 218—230 (1950). 

Verf. bestimmt Minimax-Lösungen für die Schätzung @ eines Confidenzinter- 
valls für den Mittelwert &£ der Normalverteilung mit bekannter Streuung. Für den 
Fall, daß die Länge I dieses Intervalls vorgegeben wird und das mit jedem Schätz- 
verfahren @ verbundene Risiko W(&,6) =q(&,G) +en(&,@) (c>0) ist, wobei 
g(&,G) die Irrtumswahrscheinlichkeit, n(&,@) den Erwartungswert der Beobach- 
'tungsanzahl und c eine geeignete Konstante bedeuten, ergibt sich als Minimax- 
Schätzung das klassische Schätzintervall (£—1/2, & + 1/2) mit festem Stich- 
probenumfang N,, der so gewählt wird, daß die Verminderung der Irrtumswahr- 
scheinlichkeit durch die N,-te Beobachtung gerade gleich c ist, das den „Kosten“ 
einer einzigen Beobachtung entspricht. In ähnlicher Weise ergibt sich für ein ein- 
seitiges Confidenzintervall (00, L) mit variablem L mit 

WE, = P(L<H+KRELL- HN +en(&Q) (>0,k>0) 
‘als Risikofunktion die Schätzung & + I bei festem N, als Minimax-Lösung. Zund 
N, hängen hierbei von c und k ab. Erweiterungen auf den Fall von beiderseitig 
variablen Grenzen Z, und L, und von Punktschätzung werden angedeutet. 
Georg Friede (Göttingen). 

Hodges jr., J. L. and E. L. Lehmann: Some problems in minimax point esti- 
mation. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 182—197 (1950). 

Verff. wenden die Waldsche Theorie der Entscheidungsfunktionen auf einige 
Schätzprobleme an. Eine Zufallsvariable X sei über den Raum H mit F(x|0) 
verteilt (dEQ2). Es gilt r=g(6) mit Hilfe irgendeiner Schätzfunktion t = f(«) 
zu schätzen. W(t,t) (> 0) soll den Verlust, der durch den Schätzwert t entstanden _ 
ist, wenn 7 richtig ist, und 


R(f(2))0) = E(W (9 0), f(w))) = N W(g(6), f(x) dF («|0) 


das mit der Schätzung f verbundene Risiko angeben. — Folgt 9 einer apriori-Ver- 
teilung A(0), so wird nach Wald diejenige Schätzung f(x), die den Ausdruck 


JRt@) dA(60) zum Minimum macht (= Bayessche Lösung), und, falls keine 
apriori-Verteilung existiert, dasjenige f(x) gewählt, für das infsup R(f(x)|0) gilt 
8 


(= Minimax-Lösung). Verff. leiten zunächst einige für die Bestimmung einer 
Minimax-Lösung wichtige Sätze ab. Nach Einführung der Verlustfunktion 
W(t,t) = (—r)? wird mittels der Minimumeigenschaft der Streuung gezeigt, daß 
der Erwartungswert der mit der Stichprobe gebildeten aposteriori-Verteilung von O 
als Schätzung f(x) von 0 eine Bayessche Lösung bezüglich der apriori-Verteilung 
darstellt. Seiz. B. x eine binomial verteilte Zufallsvariable mit dem Parameter p, 
dann ist 
x Vn ' 1 


fl: Seele 

in = I®) n Yn+1  2lYn-+ı) 

eine Minimax-Lösung für die Schätzung von p, da das Risiko für alle p denselben 
Wert 1/4 (1 + Vn)’ besitzt, und eine Bayessche Lösung bezüglich der Verteilung 
O(pgq)'/r/2-1. Dieses Risiko ist in einer mit n abnehmenden Umgebung von 1/2 
kleiner als das Risiko pq/n der Maximum-Likelihood-Schätzung f(x) = xln. Be- 
steht die Menge der zulässigen Funktionen aus allen im Bereich 0 <x <1 defi- 
nierten Verteilungsfunktionen, so stellt (1) auch für dieses nicht-parametrische 
Problem eine Minimax-Lösung dar, da unter diesen alle zweistufigen Verteilungen 
eine parametrische Schar mit größtem Risiko darstellen. In gleicher Weise werden 
die Schätzung der Differenz zweier Binomialverteilungen, der hypergeometrischen 
Verteilung sowie der Normalverteilung und die entsprechenden Parameter der 
Stichprobenverteilung beim Transponierungsschluß behandelt. Georg Friede. 


= Be ri 

= Sprowls, R. Clay: Statistical deeisions by the method of minimum risk: an 

application. J. Amer. statist. Assoc. 45, 238—248 (1950). 

2 Anwendung von A. Walds [Ann. math. Statist. 10, 299—326 (1939); 
dies. |Zbl. 24, 54; Econometrica, Menasha 15, 279—313 (1947); dies. Zbl. 29, 
307] Methode des minimalen Risikos (‚„Minimum-Maximum-Theorie“) auf fol- 
. gendes für die Qualitätskontrolle wichtige, an Rennwetten illustrierte Problem. Sei 
p=1-—-qg die unbekannte Wahrscheinlichkeit, in einer Wette zu gewinnen, & die 
Höhe des entsprechenden Gewinns, ß die Höhe des Verlustes, wenn die Wette ver- 
loren wird. Auf Grund der Resultate von v derartigen Wetten entscheidet man 

_ sich beim nächsten Spiel zum Wetten oder Nicht-Wetten, je nachdem die Anzahl w 

der gewonnenen unter den n Wetten > oder <A war. Die Risikofunktion dieses 

Systems, d.h.der Erwartungswert des Verlustes bei Entscheidung nach diesem 
System, beträgt 


(Ba-apı- D a 


Rome w=AH+1 für IS} » N ß 
„ ar-R0: D (Are ee 


Die Konstante A bestimmt sich aus Walds Forderung, daß das Maximum von 

R(p, n) bezüglich p als Funktion von A ein Minimum sei. Approximation der Bi- 

' nomialverteilung durch Normalverteilung und Gleichsetzung der beiden für p <p, 

bzw.p >p, bestimmten Maxima von R(p, n) führt zur Näherungslösung A = np;- 

M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 

MeEwen, 6. F.: The reality of regularities indieated in sequences of obser- 

' vations. Proc. Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 
and January, 1946), 229—238 (1949). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Kohn, Pavel: Increase in weight and growth of children in the first year of 
life. Growth 20, 149—155 (1948). 

Auf Grund der Energiebilanz: aufgenommene Energie = abgegebene Energie 
an die Umgebung + aufgewendete Energie für Muskelarbeit + aufgespeicherte 
Energie für Gewichtszunahme, gewinnt Verf. fürdas Gewicht @eines Kindes als Funk- 
tion der Zeit t die Differentialgleichung d@/dt = a @23—bG; a= (n— w)|e, 
b= m/c. Dabei bedeuten n, w, m, c Proportionalitätsfaktoren, c d@ die Kalorien- 
anzahl, welche dem Gewichtszuwachs entspricht. Die Integration führt auf den 
Zusammenhang i x 

Y 3 & 
4-3 emp (— 30 IR, -7|_,, %=&0). 
zwischen Gewicht und Zeit. Eine weitere Auswertung dieser Relation erfolgt 
graphisch und tabellenmäßig. Die gewonnenen Resultate stehen in guter Überein- 
stimmung mit statistischem Material, welches Verf. B. Epstein verdankt. Pinl. 

Heer, W. J.C.de: Eine Sterblichkeitsformel, welche dieselben Vorteile bietet 
wie die von Makeham. Verzekerings-Arch. 28, 201—210 (1950) [Holländisch]. 

Poterin du Motel gab für das Problem, die biometrischen Funktionen meh- 
rerer verschiedener Alter auf solche von ebenso vielen gleichen Altern zurückzu- 
führen, als Lösung die Differentialgleichung f’(x): f(x) =c, woraus sich mit 
c= 0 das Gesetz von de Moivre ergibt, mit c=++0 das Gompertzsche Gesetz. 
Verf. gibt den Beweis von Poterin du Motel mit Hilfe der Substitution 

f(®) 2 Keth) _ t- eva) 
(2) 
wieder und zeigt mit ihr, daß Poterin du Motels Lösung die allgemeine ist. 
Härlen (München). 
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Baker, George A. and Fred N. Briggs: Wheat-bunt field trials. II. Proc. 
Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946) 
485—491 (1949). | 
Delgleize, A.: Sur la determination de &,. Bull. Soc. Sei. Liege 18, 391— 394 
1949). 
| ee der üblichen Integraldefinition der kontinuierlichen Rente und ihrer 
gebräuchlichen Näherung a, +3 — 5; (4, + 6) besteht insofern eine Diskrepanz, 
als der Fehler nicht bestimmbar ist. Verf.leitet deshalb aus der Stirlingschen 
Formel für u, mit den Interpolationsintervallen (— 2,3) und (—3,4) neue Näherungen 
ab. Dabei zeigt sich, daß innerhalb der Tafelgenauigkeit die Weite des Interpolations- 
intervalles die Güte der Näherung nicht beeinflußt. Härlen (München). 
Amoroso, L.: Sul eoncetto di capitale eircolante. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 

Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 4, 266—270 (1948). 
La dottrina economica fa distinzione tra capitale fisso e capitale circolante. I 
primo comprende tutti i beni strumentali che rappresentano una immobilizzazione 
di capitale per impianto, il secondo comprende tutti quei beni il cui valore € rapida- 
mente incorporato nel valore del prodotto. — L’A. fa vedere che questa distinzione 
qualitativa non risponde bene nei casi concreti, e propone una distinzione quantita- 
tiva. Egli parte dall’osservazione che il valore di un impianto non e determinato dal 
complesso delle somme effettivamente sborsate ma dal reddito che produce. Il 


capitale fisso, in qualunque momento della vita dell’impianto, sarebbe il valore 


attuale di tutte le quote di interesse di cui l’impianto & ancora capace durante la 
sus ulteriore attivitä fisica. — ll capitale circolante sarebbe l’analogo valore attuale 
di tutte le quote di ammortamento (rappresentato anche dalla differenza tra il 


valore corrente dell’impianto e il capitale fisso). — Il rapporto tra capitale circolante e 


capitale investito rappresenta l’elasticitä dell’impianto. — L’A. mostra che il rinno- 


vamento continuo dei beni strumentali costituisce un fondo permanente che rappre- 

senta il capitale sociale. L’aumento di questo capitale & facilitato da un basso saggio 

d’interesse che agevola la sostituzione degli impianti poco efficienti. 
T. SaWwemini (Roma). 


Geometrie. 
Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Santalö, L. A.: Integralgeometrie in dreidimensionalen Räumen konstanter 
Krümmung. Math. Notae, Rosario 9, 1—28 (1949) [Spanisch]. 

Das bisher meist behandelte Hauptproblem der Integralgeometrie läßt sich so 
fassen. Sei@ eine stetige und transitive Transformationsgruppe in einem Raum S$,. 
Dabei soll @ ein „linkes Volumelement“ dg besitzen, so daß für jede Transformation s 
aus @ (1) d(sg) =dg wird. Es seien 0?, C@ zwei Mannigfaltigkeiten der Dimen- 
sionen », q im S,, CP. C@ ihr Durchschnitt und F ein Funktional dieses Durch- 
schnitts. Dann wird das Integral studiert 


(2) I= [F(Cr .gCa)dg. 
@ 


Hier wird im wesentlichen der Fall behandelt, daß 8, der dreidimensionale elliptische 
oder hyperbolische Raum ist. Zunächst werden invariante „Dichten“ für Punkte, 
Geraden und Ebenen in diesem S, ermittelt und ihre Integrale über den elliptischen 
Gesamtraum berechnet. Dann wird (2) behandelt für den Fall, daß F die Gesamt- 
krümmungder Oberfläche bedeutet. Esergeben sich insbesondere Verallgemeinerungen 
von Sätzen von O. Varga 1936 und eine Kennzeichnung der Kugel. Blaschke. 


Busemann, Herbert: Spaces with non-positive eurvature. Acta math., Uppsala 
80, 259—311 (1948). 
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Das Ziel der Arbeit ist zu zeigen, daß die von Hadamard begründete Theorie 
der Räume negativer Krümmung unabhängig von Differenzierbarkeitsvoraus- 


' setzungen und vom Riemannschen Charakter der Metrik ist. Verf.legt seinen 


Untersuchungen metrische Räume mit geodätischen Linien, kurz G-Räume genannt, 


zugrunde. Die Axiome für einen @-Raum A sind die folgenden: I) R ist ein metrischer 


Raum (Entfernung xy). II) Jede beschränkte Punktfolge hat einen Häufungspunkt. 
' III) Zu je zwei Punkten x, z gibt es einen Punkt ymit xy -+ yz = xz. IV) Jeder 


Punkt p besitzt eine sphärische Umgebung U derart, daß zu je zwei Punkten x, yEU, 


ein Punkt zEU mit zy+yz=x2 existiert. V) Aus z2Yy+ Y2]= 2x2, 
 2Y + Y2, = %2, und 2] = Y2, folgt z, = 2,. In @-Räumen lassen sich geodätische 
Bogen (Strecken) definieren, und diese können zu geodätischen Linien verlängert 


werden. Die @-Räume hat Verf. schon in einer früheren Arbeit ausführlich unter- 


sucht [Trans. Amer. math. Soc. 56, 200—274 (1944)]. Ein G-Raum R heißt von 
‚ nichtpositiver Krümmung, wenn es um jeden Punkt p eine Umgebung U’ gibt, 


die in der nach Axiom IV existierenden Umgebung U enthalten ist und die folgende 
Eigenschaft besitzt: Sind a, 5b, c drei Punkte aus U’ und b’, c’ die Mittelpunkte der 


Strecken ab, ac, so gilt (*) be >2b’c’. Steht in (*) stets das Gleichheitszeichen, 


so heißt $ von der Krümmung 0. Für Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist die vor- 


stehende Definition mit der üblichen äquivalent. Setzt man nun mit Verf. voraus, 
daß in G-Räumen der Satz von der Gebietsinvarianz gilt, so läßt sich beweisen, 
daß der universelle Überlagerungsraum eines Raumes nichtpositiver Krümmung 
gestreckt ist. Dabei heißt ein G-Raum gestreckt, wenn jede seiner geodätischen 
Linien eineindeutig und isometrisch auf eine euklidische Grade abgebildet werden 
kann. Als Ersatz für die Gauß-Bonnetsche Integralformel dient der folgende Satz: 
Stellen x(s), %(s) zwei verschiedene geodätische Linien eines gestreckten Raumes 
nichtpositiver Krümmung dar (s die Bogenlänge), so ist der Abstand x(s) y(s) eine 
konvexe Funktion von s. Hieraus ergeben sich nun die Verallgemeinerungen der 
bekannten Sätze über die Verbindbarkeit zweier Punkte durch geodätische Bogen 
und über die Existenz geschlossener geodätischer Linien. Von den übrigen Ergeb- 
nissen dieser umfangreichen Arbeit können hier nur noch die folgenden genannt 
werden: Die Fundamentalgruppe eines Raumes nicht positiver Krümmung besitzt, 
abgesehen von der Identität, keine endliche Untergruppe. Der universelle Über- 
lagerungsraum eines Raumes der Krümmung 0 ist ein Minkowskischer Raum. Es 
wird ferner behandelt die Theorie der Parallelen, der asymptotischen Geodätischen, 
der Decktransformationen des universellen Überlagerungsraumes, der Räume mit 
zyklischer Fundamentalgruppe, der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten und die 
Verallgemeinerung einer für Riemannsche Mannigfaltigkeiten bekannten Unglei- 
chung für das Volumen einer Sphäre auf Finslersche Räume. Rinow (Greifswald). 
Yajima, Takeshi: Coneerning the extremal point locus of 2-dimensional closed 


_ manifolds. J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 135—145 (1949). 


Voraussetzungen und Bezeichnungen. (1) Essei Reine 2-dimensionale 
geschlossene Mannigfaltigkeit mit einer (im Sinne von Menger) konvexen 


‚ Metrik [d.h. zu beliebigen verschiedenen Punkten x, y€ E existiert (mindestens) 


ein Punkt zeR mit z#x, z+y und xy= xz + zy]. — (2) Bezeichnet man 
als geodätischen Bogen ab oder ba mit den Endpunkten a, b das isometrische 


Bild einer euklidischen Strecke in R (wobei a, b die Bilder der Endpunkte der Ur- 
' bildstrecke sind), so soll ein 6>0 existieren derart, daß aus ab <ö die Exi- 


 stenz genau eines ab folgt. — (3) Ist ab C ac, so heiße ab erweiterbar (bezüglich b) 


und ac eine Erweiterung von ab; vorausgesetzt wird nun, daß zu jedem (bezüglich b) 


“ erweiterbaren ab die Erweiterung eindeutig bestimmt ist (d.h. sind c, d zwei 
“ Punkte einer Erweiterung von ab, so ist entweder cEbd oder debe). — (4) Ist 


ab nicht erweiterbar bezüglich 5, so heißt bein Extremalpunktvona. — Satz: 


Die Menge aller Extremalpunkte von a ist zusammenhängend, im kleinen zusam- 
menhängend, bogenverknüpft und von einer Dimension kleiner als 2. _ Haupt. 
Egerväry, E.: On the smallest eonvex cover of a simple are of space-curve. 
Publ. math., Debrecen 1, 65—70 (1949). 3 3 
Ausgangspunkt ist die bekannte Erzeugung der konvexen Hülle 2(S) einer 
abgeschlossenen Punktmenge S mittels Iteration der Ableitung neuer abgeschlossener 
Mengen w(s); ®[@®(s)] ete. durch Ziehen sämtlicher Sehnen. Im #3 gilt i.a. | 
Q(s) = w[w(s)]. Besteht S aus höchstens 2 konvexen Mengen, so ist I. A2(S) = w($S). 
Ziel des Verf. ist die Bestimmung derjenigen Raumkurvenbögen y, welche folgenden 
Bedingungen genügen: I. 2(y) = o(y); II. jeder innere Punkt von 2(y) liegt 
auf einer einzigen Sehne von y. Die Betrachtung der Normalprojektion y' von y 
auf eine zur Geraden g, durch seine Endpunkte A und B senkrechte Ebene läßt 
folgende Punkte erkennen: a) y' muß konvex sein und gleichzeitig mit y einmal 
durchlaufen werden. b) Die Sehnen o’ durch P’ innerhalb von y’ sind Projektionen 
von Sehnen o von y, deren Schnittpunkt P mit der auf der projizierenden Geraden | 
g’ durch P’ gelegenen Sehne von 2 diese Sehne monoton und völlig überstreicht, | 
während o’ von einer bestimmten Anfangslage aus eine halbe Drehung ausführt. 
Diese Bögen sind identisch mit denen, welche Hjemslev einfach nennt und durch 
die Bedingung charakterisiert, daß jede Ebene sie in höchstens drei Punkten schneide, 
eine naheliegende Verallgemeinerung der ebenen offenen konvexen Bögen. Prototyp 
ist die Schraubenlinie. Q ist der Durchschnitt der Stützkegel in A und B. Die Hülle 
mit dem maximalen Volumen gehört bei gegebener Länge Z von y zu der Schrauben- 
linie mit der Ganghöhe h = L/y3 und dem Radius r = L/Y6. Baebler. 
Karlin, S. and L.S. Shapley: Some applications of a theorem on convex_ 
funetions. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 148—153 (1950). 
Ist A eine beschränkte abgeschlossene konvexe Punktmenge im Er, ®,lA, 
i€j, ein System von stetigen, konvexen, auf A erklärten Funktionen mit 
infsup D,(x) > 0, so gibt es n + 1 Funktionen des Systems, ®,, und n + 1 nicht 


weAiej 

negative Zahlen, &,k=1,2, 2.,n +1, mit DE, = I und. inf DO 
k zceA K 

Damit beweisen Verff. den bekannten Satz von Helly über konvexe Körper im E*, 


ferner die folgenden Sätze: Sind die (, € j, beschränkte abgeschlossene konvexe 
Mengen im E”, von welchen je n einen nicht leeren Durchschnitt haben, so gibt es 
durch jeden vorgegebenen Punkt eine Gerade, die jedes C, trifft. — Sind (z;,, %,), 
k=1,...,m, endlich viele Punkte in der (x, y)-Ebene, ferner f,|E1,« € j, irgendwelche 
Funktionen der Variablen x von der Art, daß je n-+ 1 dieser Punkte durch eine 
Linearkombination f= a, fi, + + a, fin von n Funktionen mit einem Fehler 
<ö darstellbar sind (d.h. |y„— f(x,)| < 6), so gibt es eine solche Linearkombina- 
tion, welche alle Punkte mit einem Fehler < ö darstellt. Mit leichter Einschränkung 
ist der Satz ausdehnbar auf unendlich viele Punkte (x,, %,) und liefert dann inter- 
essante Beispiele. Schließlich wird der folgende Überdeckungssatz bewiesen: Wird 
die (n— 1)-Sphäre im E” von einer kompakten Familie von abgeschlossenen Halb- 
sphären überdeckt, so tun dies bereits n + 1 dieser Halbsphären. Aumann. 

Hadwiger, H.: Beweis der isoperimetrischen Ungleichung für abgeschlossene 
Punktmengen. Portugaliae Math. 8, 89—93 (1949). 

Der Beweis des klassischen isoperimetrischen Satzes, wonach bei gleichem Vo- 
lumen die Kugel eine größere Oberfläche aufweist als jeder andere Körper, ist in 
den letzten zehn Jahren erheblich vereinfacht worden. Nachdem Ref.den ersten 
symmetrisierungsfreien Beweis [S.-B. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw. Kl., Ha 
149, 399—432 (1940); dies. Zbl. 24, 284] lieferte, und später einen zweiten in sehr 
knapper Fassung (dies. Zbl. 33, 399) gab, bringt hier Verf. einen sehr eleganten 
dritten symmetrisierungsfreien Beweis, der sich auf die von ihm gegebene Erweite- 
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rung des sogenannten Blaschkeschen Auswahlsatzes (dies. Zbl. 35, 152) stützt. Es 
besteht kein Zweifel, daß der hier gegebene Beweis des isoperimetrischen Satzes 
. und der zuletzt erwähnte Beweis des Ref. die bisher kürzesten Beweise dieses Satzes 
bilden, und, was die Voraussetzungen und Ergebnisse anbetrifft, fast von gleicher 
' Stärke zu sein scheinen. Es ist auch kaum mehr anzunehmen, daß die erwähnten 
 Beweisansätze weitere wesentliche Vereinfachungen erfahren werden. Dinghas. 
Busemann, Herbert: The isoperimetrie problem for Minkowski area. Amer. J. 
Math. 71, 743—762 (1949). 
' o (u) seifür alle Einheitsvektoren v des n-dimensionalen Euklidischen Raumes Er 
_ positiv # 0 und stetig, D eine einfache geschlossene (n — 1)-dimensionale Hyper- 
_ fläche im E*. Verf. legt den Zusammenhang des Integrals Jp = ih o (uw) dS mit 
D 


4 


dem isoperimetrischen Problem in einer bestimmten Fassung klar. dS ist dabei das 
 Flächenelement auf D im euklidischen Sinn, und % bedeutet den äußeren zu ds 
. gehörigen Normalenvektor. Die Ungleichung (*) Jp > V(r-VMm (D)-Vılr(K) löst 
_ in gewissen Konkurrenzklassen für D(z. B. konvexe Flächen + einfach geschlos- 
' sene Flächen mit partiellen Ableitungen, die stückweise einer Lippschitzbedingung 


gerfügen) das isoperimetrische Problem. Dabei ist K reziproke Polare des Randes © 
der konvexen Hülle der Fläche ©: a”!(u) - u bezüglich der Einheitskugel. Jp selbst 
stellt den Flächeninhalt von D dar. Das Interesse des Verf. an der Gleichung (*) 
beruht auf der Tatsache, daß sie das isoperimetrische Problem auch in Minkowski- 
schen Räumen beliebig hoher Dimension n löst, selbst dann, wenn man denjenigen 
' Flächeninhalt zugrunde legt, welchen er als ‚intrinsic‘“ bezeichnet, auf deutsch 
vielleicht als eigentlicher oder innerer Flächeninhalt zu bezeichnen, da er durch die 
Metrik auf der Fläche, speziell bei Flächen in Parameterdarstellung durch die geo- 
dätischen Distanzen wesentlich bestimmt wird. Daher ist zunächst zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen Jn diesen Flächeninhalt darstellt. Das diesbezügliche 
Resultat lautet: Auf jeder rektifizierbaren Mannigfaltigkeit eines Finslerschen 
Raumes (Abschn. 7). Hinsichtlich des isoperimetrischen Problems verweist Verf. auf 
seine Publikation: The geometry of Finsler spaces (dies. Zbl. 37, 245). Die mini- 
misierenden Flächen D* sind konvex, aber nicht Minkowski-Kugeln. In dieser 
Arbeit wird hinsichtlich dieser D* folgendes bewiesen: Verwendet man zur Erzeu- 
gung von Parallelkörpern, statt Kugeln, durch D* berandete konvexe Körper, so 
überträgt sich die auf dieser Konstruktion mit nachfolgendem Grenzübergang be- 
ruhende Definition der Oberfläche auf Minkowskische Räume. Hinsichtlich Einzel- 
heiten, in bezug auf Methode und Beweisgang, verweist Verf. ausdrücklich auf seine 
Publikationen aus den letzten Jahren, sowie auf die Lösung des isoperimetrischen 
Problems durch Dinghas und E. Schmidt [Abh. Akad. Wiss. Berlin, math.- 
naturw. Kl. 1943; dies. Zbl. 28, 428]. Baebler (Zürich). 
Hadwiger, H.: Neue Ungleichungen für Konvexe Rotationskörper. Math. Ann., 
Berlin 122, 175—180 (1950). 
Es sei $ ein konvexer Rotationskörper mit der Oberfläche O und dem Vo- 
lumen YV, und es sei a der Radius des größten Breitenkreises. Verf. stellt hier das 
“vollständige Ungleichungssystem zwischen V und O dar, wenn letztere von ihrem 
minimalen Wert 2rca? bis -+ oo variiert. Dieses System sieht folgendermaßen aus: 


7217 V <(O + Ana?) YO? — 2a? (na? SO <Ane?), 
6V <a(30—4na?) (Ana <O <m), 2V/ 2a — 2na) (?na? sO<Yre), 
3V/ >ay0 (0 — 2na) (Erna? <O <m). 
Dabei tritt in der ersten und zweiten dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen 
“ für die Kugellinse bzw. den Kugelzylinder ein, während in der dritten und vierten 
dies für Zylinder bzw. Kegel der Fall ist. — Die Methode ist ebenso elementar wie 
interessant. Dinghas (Berlin). 
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Kelly, Paul J.: On Minkowski bodies of eonstant width. Bull. Amer. math. 
Soc. 55, 1147—1150 (1949). j 


Im n-dimensionalen Euklidischen Raum sind vollständige Punktmengen, d.’ha 


Punktmengen, deren Durchmesser durch Hinzufügen eines fremden Punktes wächst, 
zugleich Körper von konstanter Breite. Hiervon gilt auch die Umkehrung. Verf. 
überträgt dieses Ergebnis auf den n-dimensionalen Minkowskischen Raum, nachdem 
schon E. Meissner 1911 die Übertragung für n=2 und n=3 unter Beschrän- 
kung auf eine Indikatrix ohne singuläre Punkte vorgenommen hatte. Der Beweis 
wird für den Fall einer beliebigen konvexen Indikatrix geführt. Hans Bückner. 


Topologie: 
Appert, Antoine: Topologie, uniformite, &eart abstrait. C.r. Acad. Sci., Paris 
231, 753-755 (1950). 
Liste d’implications entre diverses conditions reliant des notions introduites 
par P’A. (ce Zbl. 34, 253) et qui generalisent les notions usuelles de topologie, de 
structure uniforme et de distance. J. Dieudonne (Nancy). 
Komatu, Atuo: On the weak topology of an infinite produet space. J. math, 
Soc. Japan 1, Nr. 1, 58—62 (1948). 
Une ‚„topologie“ sur un espace R au sens de l’A. est une operation de fermeture 


M —M telle que l’ensemble vide soit sa propre fermeture, mais sans aucun autre 


axiome; la topologie est dite monotonesi MCN entraine MC N, additive 
si Mu N=MuN. Etant donnee une famille (R,) d’espaces munis de telles 


‚topologies, et leur produit R, I’A. determine sur R la moins fine des topologies - 
qui soit monotone (resp. additive) quand les topologies des R,'sont monotones. 


(resp. additives) et telle que la projection de la feımeture de M sur un R, soit con- 
tenue dans la fermeture de la projection de M sur R,; il caracterise aussi les syt&mes 
de voisinages dans ces topologies. Lorsque les R, sont des espaces topologiques 
au sens usuel (c’est-a-dire que les axiomes de Kuratowski sont satisfaits), I’A. 
remarque que sa topologie additive la moins fine sur R est la topologie produit 
ordinaire. J. Dieudonne (Nancy). 


Monna, A. F.: Remarques sur les mötriques non-archimediennes. I, II. Proc. 
Akad. Wet., Amsterdam 53, 470—481, 625—637 (1950); Indag. math., Amsterdam 


12, 122—133, 179—191 (1950). 
Suivant l’A., on dit que la structure uniforme d’un espace uniforme est non 


rachimedienne s’il existe une base du filtre des entourages dont chaque el&ment U 


est tel que u? C U. Un espace & structure uniforme non archimedienne est totale- 
ment discontinu: r&eiproquement, la topologie d’un espace separe dont chaque point 
a un systeme fondamental de voisinages ouverts et fermes (donc totalement discon- 


tinu) peut 6tre deduite d’une structure uniforme non archimedienne. La structure 


uniforme d’un espace ultrametrique [i.e. un espace metrique dont la distance d 
dite non archimedienne, satisfait & d(x, y) < Max (d(x,z), d(y,z)) quels Aue 
soient x, yet z; cf. Bourbaki, Topologie generale, Ch. IX, 82, ex. 4, Paris 1948: 
ce Zbl. 31, 55] est non archimedienne; reciproquement, une structure uniforme non 
archimedienne ayant un filtre d’entourages A base denombrable est ultrametrisable 


(1. e. definie par une distance non archimedienne). Tout espace & structure uniforme - 
non archimedienne est hom&omorphe & un sous-espace d’un produit d’espaces 


ultrametriques. Pour que la distance d’un espace metrique soit non archimedienne 

il faut et il suffit qu’6tant donnees deux boules quelconques sans point commun, 
’une contienne l’autre. Un espace metrique Z dont chacun des points a un voisinage 
ultrametrique (pour la distance induite par celle de E) est dit localement ultra- 
metrique. La structure uniforme d’un espace localement ultrametrique & base: 
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4 an 
‚denombrable est ultram6trisable. La structure uniforme d’un espace ultrametrique 
‚est metrisable par une distance archimedienne. Un espace & base denombrable dont 
‚tout point a un systeme fondamental de voisinages ouverts et fermes est ultra- 
metrisable et metrisable par une distance archimedienne sur les voisinages de tous 
‚ses points. — Ce travail est complete par de nombreux exemples. J. Braconnier. 

5 Whyburn, 6. T.: Open mappings on locally eompaet spaces. Mem. Amer. 
 math. Soc., Nr.1, 25p. (1950). 

Ce premier numero de la nouvelle collection que publie l’American Mathematical 

Society est consacr& A un expos& d’ensemble des principaux resultats connus jusqu’ä 
present concernant les transformations „ouvertes“ (ou „interieures‘‘) des espaces 
connexes, localement connexes et localement compacts, r&sultats dont la plupart 
sont düs & I’A. ou au Referent. Comme le fait remarquer l’A. dans l’introduction, 
son etude suit les lignes generales suggerees par les proprietes fondamentales des 
fonctions analytiques d’une variable complexe. Apres analyse des faits qui sont & 
la base de 1’,‚interiorite‘“ des transformations fournies par ces fonctions et par leurs 
modules, !’A. introduit les transformations qu’il nomme „expansive mappings“, 
ou 1,ön retrouve, sous une forme plus generale, quelques id&es essentielles qui ont 
servi au Ref. dans son M&moire: Sur les surfaces de Riemann normalement ex- 
haustibles .. .[Compositio math., Groningen 7, 428—435 (1940); ce Zbl. 22, 366]. 
La notion est analysee sous des formes diverses et ses rapports avec l’interiorite, 
‚la compacit&, le comportement de la transformation sur les rayons topologiques etc. 
sont etudies en detail ici. Sont examinees ensuite la quasi-interiorite et la compacite 
des transformations en relation avec les transformations monotones et quasi mono- 
tones, ainsi que certains problemes de factorisation qui relient entre elles ces notions. 
— Les derniers paragraphes sont consacres aux decompositions engendre&es par les 
transformations interieures, avec des applications & la determination du degre des 
transformations, ainsi qu’& la notion de famille ‚„uniformöment interieure‘‘ de 
transformations et & ses applications & la theorie des fonctions analytiques d’une 
variable complexe. S. Stoilow (Bucarest). 

Youngs, J. W. T.: Lebesgue, Frechet and Kerekjärtö varieties. Amer. J. 
Math. 70, 481—496 (1948). 

Let X be a Peano space, Y a metric space, C' the collection of all mappings f: 
© >Y. Ean equivalence relation in C [f Eg means f and g are equivalent under 
E]. If o is the metrie in Y, then o(f,g) = Supe If(x), g(@)], for all ze Be 
called the distance of fand gin ©. The equivalence E defines a partition of C into 
families E of equivalent mappings f and therefore a new set E is defined whose 
elements E are given by the families E. Therefore a mapping ®: C —E is defined 

' namely the mapping ® such that @(f) =E forall fe E. A topology in E has to 
be defined in such a way as to satisfy the following conditions 1) E, — E, implies 
E„, > E, for any subsequence n;; 2) E, = E, implies E,—> Ey; 3) ® is continuous, 
i.e. f„—f, implies lt, >P(); U E,>E implies that there is a sequence 
> Di)=E.„ m=0,1,2,... The equivalence E is said (A) to generate 
an upper semicontinuous decomposition of CO if „— fo m>9u „#9, implies 
‚ E 90, and (B) to generate a continuous decomposition of CO if (A) holds and, fe 
fo E 90; implies that there is a sequence g, such that 9, >90 I. E In: After having 
introduced and discussed in details these general concepts, the au. introduces the 
well known equivalences due to Lebesgue (L), Fröchet (F) and Kerekjärtö (R). 
f,g€ © are said to be (L) equivalent if there is a homomorphism h of X onto X 
‘such that f=gh; f,g€C are said to be (F) equivalent if for any e>0 there 
is a homomorphism h. of X onto X such that o(f,gh.) <e; f;ge (© are said to 
be (K) equivalent if there is a Peano space M, monotone maps m, n of X onto M 
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and a light map ! of M into Y such that f=Im, g=In. Various properties of 
these equivalences are given. In particular: I. (L) does not satisfy (A); LI. (F) satisfies 
both (A) and (B); III. (K) satisfies (A) but not (B). L. Cesari (Bologna). 

Mickle, E. J. and T. Radö: On upper semicontinuous funetions. Proc. Amer. 
math. Soc. 1, 226—230 (1950). 

Sia X uno spazio metrico ed Y uno spazio metrico compatto. Premesso che 
una trasformazione univoca y= f(x) dallo spazio X allo spazio Y si chiama di 
Borel (Kuratowski, Topologie, Warschau 1933; questo Zbl. 8, 132) se per ogni 
insieme chiuso FC Y linsieme inverso f!(F) & un insieme misurabile secondo 
Borel in X; gli AA. dimostrano il seguente teorema: Se F(x, y) € una funzione 
reale, superiormente semicontinua nello spazio prodotto X x Y, allora esiste una 
trasformazione di Borel y=®©(x) [ve X, yeY] tale che per ogni zeX siha] 
F[x,d(x)] = M(x), ove M(x) =MaxF(x, y) per xfissatoed ye Y. — Gli AA, 
dimostrano inoltre che, 'se lo spazio Y & il prodotto di n spazi Y,, Y,..., Y 
trasformazione y—=®(x) puö mettersi nella forma 9, =®;(x) [vEeX, ey. 
i=1,...,n] e puö concludersi nelle stesse ipotesi che ciascuna delle trasformazioni 
y;=®,(x) © una trasformazione di Borel. — Questi teoremi costituiscono una 
generalizzazione di corrispondenti teoremi datidaL. Cesari [Ann. Scuola norm. sup. 
Pisa, Sei. fis. mat., II. S. 10, 253—294 (1941); 11, 1—42 (1942); questo Zbl. 2%, 
206] nel caso in cui X sia il cubo 0 <x,<1,:=1,...,m, dello spazio Euclideo 
E„ ea Y sia ilcubo 0<y,<1i, j=]1,...,n, dello spazio Euclideo E,. 

J. Cecconi (Pisa). 

Kuratowski, C.: Sur un problöme topologique de la theorie de la mesure, 
Collog. math. 1, 210—213 (1948). ; 

Verf. zeigt an einem Beispiel, daß folgende Vermutung von G. Choquet 
[Collog. math. 1, 29 (1948)] nicht richtig ist: Es sei 8 ein kompakter metrischer 
Raum von der Dimension 1 (im Mengerschen Sinne). Man betrachte alle möglichen 
Überdeckungen von $ mit endlich vielen, in S offenen Mengen 6, @—=1,2,...,n) 
vom Durchmesser ö(@,) <e und bilde für jede Überdeckung dieser Art die Summe 


n — =. | 
= [ö(@;— @,)]® (@; bedeutet die abgeschlossene Hülle von @,). Bezeichnet man 


mit &(e) die untere Grenze dieser Summen, so sollte nach der Vermutung von 
Choquet lima(e) = gelten, was aber nicht zutrifft. Ösäszdr (Budapest). 


e>0 


Borsuk, K.: Coneerning the Euler characteristice of normal spaces. Collog. 
math. 1, 206—209 (1948). 

A sei ein normaler topologischer Raum. Eine homologie-reguläre Zerlegung 
von A ist eine endliche Folge Y={A,,A,,...,A„} von abgeschlossenen Teil- 
mengen von A, so daß A die Vereinigungsmenge der 4, ist und daß für jede Index- 
folge ti... mit ©, Sm der Durchschnitt 4A, 4A," A;, entweder leer 
oder azyklisch ist. (Azyklisch : die 0. Bettische Zahl ist 1, und alle weiteren Bettischen 
Zahlen verschwinden; unter k. Bettischer Zahl werde hier stets der Rang der k. 
Homologiegruppe mit rationalzahligen Koeffizienten im Sinne der Öechschen Homo- 
logietheorie verstanden.) Verf. beweist folgenden Satz: Wenn X = {4,,4,,2.., A 
eine homologie-reguläre Zerlegung des normalen Raumes A ist, dann gilt: Alle 
Bettischen Zahlen von A sind endlich, sie verschwinden für die Dimensionen > m, 
und die Eulersche Charakteristik des Nerven des durch X gegebenen Mengensystems 
ist gleich der Eulerschen Charakteristik von 4A, die als Wechselsumme über die 
Bettischen Zahlen von A definiert ist. (Nerv eines Mengensystems: siehe Alexan- 
droff-Hopf, Topologie, Berlin 1935, pp. 152, 160; dies. Zbl. 13, 79). Der Beweis 
erfolgt durch Induktion über m unter Verwendung des Satzes von Mayer-Vietoris- 
Cech [siehe Alexandroff-Hopf,p. 299 und E. Cech,, Fundam. Math. 19, 149—183 
(1932), p. 178; dies. Zbl. 5, 218]. Hirzebruch (Erlangen). 
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_ Iseki, Kiyoshi: Some remarks on well known theorems in topology. J. Osaka 
Inst. Sci. Technology 1, 81—82 (1949). 

X sei ein normaler Hausdorffscher Raum, ( eine abgeschlossene Teilmenge 
von X. 8 bezeichne den Raum der stetigen Abbildungen von C in die n-Sphäre S,.. 
Nach Borsuk gilt, daß die Menge der Abbildungen aus SC, die zu einer stetigen 
Abbildung von X in S, erweitert werden können, in ‚SC offen und abgeschlossen ist 
(dies. Zbl. 2, 290, dort nur für metrisches X). Verf. bemerkt, daß dieser Satz von 
-Borsuk sofort aus dem Erweiterungstheorem von Borsuk gefolgert werden kann, 
das besagt: Zweihomotope Abbildungen aus SC sind entweder beide auf X erweiter- 
bar oder beide nicht erweiterbar [s. Hurewicz-Wallman, Dimension theory, 
Princeton 1948, p. 86; dies. Zbl. 36, 125; C. H. Dowker, dies. Zbl. 37, 101]. — 
A.D. Wallace hat bewiesen (dies. Zbl. 26, 363), daß ein lokal zusammenhängendes 
Kontinuum X dann und nur dann multikohärent ist, wenn es eine endliche ein- 
dimensionale, nicht azyklische Überdeckung durch Kontinuen zuläßt. Verf. be- 
merkt, daß dies sofort aus einem Satz von Eilenberg (dies. Zbl. 17, 40) gefolgert 
werden kann, der besagt: Die Kohärenzzahl r(K) ist gleich dem Maximum der 
1. Bgttischen Zahlen der Nerven der eindimensionalen endlichen Überdeckungen 
dur@h Kontinuen. Hirzebruch (Erlangen). 


Hu, Sze-tsen: On joins of spherieal mappings. Fundam. Math., Warszawa 
36, 2334 (1949). 


Die Operation „join“ von G. W. Whitehead [Proc. nat. Acad. Sci. USA 32, 


188—190 (1946)] ordnet jedem Paar von Elementen &, B (wen? (S”), B En ($”)) 
ein Element x V ß aus der Homotopiegruppe nP+4+1 (Smtn+tl) zu. Diese Operation 
ist eine Verallgemeinerung der Freudenthalschen Einhängung. Wenn qg=n und 
‚wenn ß vom Grade 1 ist, dann ist x V ß die (n + 1)-fache Einhängung vona. Um 
diese Operation ‚join‘ näher untersuchen zu können, betrachtet Verf. eine Einbet- 
‚tung des Produktraumes {p, m} x {q,n} in den Raum p+g9+1,m+n +1}. 
({k, I} bezeichnet den Raum der stetigen Abbildungen von 8* in 8°.) Dem Element 
df, g)Ee{p,m} x {q,n} wird dabei ein Element fVge{fp+g+L,m+n+1} 
zugeordnet. Es werde gesetzt J,(f) =fV g. Da „V“ eine stetige Abbildung ist, 
‚wird durch J, jede Komponente von {p, m} in eine Komponente von {p+q +1, 
m-+n-+ 1} abgebildet. J, bewirkt also für jedes p, m eine Abbildung von 
up (Sm) in mPptatl(Smtn+l), Diese Abbildung ist homomorph. Das Entsprechende 
‚gilt für ein festes f aus {p, m}. „V“ läßt sich daher als Gruppenmultiplikation der 
'Homotopiegruppen nP(S”) und z(S8”) mit Werten in der Homotopiegruppe 
p+g+1(‚Sm+nil) auffassen. „V“ ist die Operation „join“. Für x Enk*($?) sei {k, I}, 
‘die durch x bestimmte Komponente von {k,l}. p, sei ein fester Punkt von S#. 
Durch rf=f(p,) für fElk,l}, wird eine Faserabbildung 7 von {k, 1}, auf 8! 
gegeben. Für u, € 8’ werde die durch v, bestimmte Faser mit {k, 1; u.}« bezeichnet. 
‚I, sei der Hurewiez-Isomorphismus von n’({p, m; uy}) auf nt" (S”). J, bewirkt 
eine homomorphe Abbildung von a’ ({p, m; u,%,)nw®(p+g+l,m+n+1; wy%) 
‚und von nP+(Sm) in zuptatrtl(SmtnH), wobei 6=J,(&) ist und w, geeignet 
zu wählenist. /sseider Hurewiez-Isomorphismusvon# ((p+g+1l,m-+n+1;wy.)) 
auf nP+atr+l(‚Sm+n+l), Verf. beweist, daß (x) J,I„ = IsJ,. Da reine Faserabbil- 
‚dung ist, gibt eseinen „‚boundary“-Homomorphismus ö von n"+t($”) in’ ({p, m; ux}a): 
Verf. erhält u. a. das folgende Resultat: J, 0 = 0. Unter Verwendung dieses Resul- 
tats und der Gleichung (x) beweist Verf.: Wenn y ein Whitehead-Produkt ist 
(J.C.H.Whitehead, dies. Zbl. 27, 264), dann ist J,(y) =. Wenn also & oder ß 
ein Whitehead-Produkt ist, dann ist « Vß=0. Dies ist eine Verallgemeinerung 
‘des Satzes von G. W. Whitehead [Ann. Math., Princeton, II. 5. 47, 460—475 
(1946)], daß die Einhängung eines Whitehead-Produktes stets unwesentlich ist. 
Hirzebruch (Erlangen). 
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Shizuma, Ryoji: Homotopy properties of fibre bundles. J. math. Soc. Japan 
1, 219—225 (1950). | 

R sei ein fibre bundle mit dem Polyeder B als Basisraum und der Faser F, 
die in jeder Dimension einfach sei. K sei eine „genügend kleine“ Simplizialzerlegung 
von B. Kr sei das r-dimensionale Skelett von K. (Alle Simplexe, die höchstens 
r-dimensional sind, gehören zu Kr.) Eine Schnittabbildung (slicing map) von Kr 
ist eine stetige Abbildung y von Kr in R, die jeden Punkt p von Ä” in einen Punkt 
der durch p bestimmten Faser abbildet. Zu y gehört ein (r + 1)-dimensionaler 
Kozyklus [lokale Koeffizientengruppe ist n’(F)]. Wenn die Kohomologiegruppen 
H2(B),..., H*(B) mit n*(F) als Koeffizientengruppe von H’+!(B) alle verschwinden, 
dann gibt es eine Schnittabbildung von K°. Wenn es eine Schnittabbildung von B 
in R gibt, dann gilt für r>1: m(R)w(B)+n’(F) (vgl. Eckmann, dies. 
Zbl. 26, 93). Verf. definiert in üblicher Weise den Begriff des Hindernisses, unter- 
sucht den Spezialfall B = 8” und wendet ferner die erwähnten Sätze und Begriffs- 
bildungen auf Gruppenmannigfaltigkeiten und Wirkungsräume an. Hirzebruch. 

Magenes, Enrico: Un’osservazione sui teoremi di esistenza di punti uniti in 
trasformazioni plurivalenti di una n-cella. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 108— 
113 (1950). 

Jedem Punkt P des Einheitswürfels in R* seieine Menge T(P) C R" zugeordnet. 
Diese mehrdeutige Abbildung habe die folgenden Eigenschaften: 1. T(P) sei bei 
jedem P abgeschlossen; 2. die Abbildung sei halbstetig von oben, d.h.es sei 


lim T(Q)C T(P) [hier berichtigt der Verf. den umgekehrten Sprachgebrauch 
Qa->P 


„von unten‘ einer.früheren Arbeit, Giorn. mat. Battaglini, IV. S. 78, 168—181 
(1948/49)]; 3. ist 2(P) ein nichtleerer, abgeschlossener, in T(P) offener Teil von 


T(P), so sei t(P)n lim T(Q®) #o (dies ist im Text anders und mit einem Druck- 
Q->P 


| 


fehler gesagt). — Verf. fragt, ob man eine Abbildung 7*(P) mit denselben Eigen- 
schaften und mit 7*(P)C T(P) finden kann, bei der T*(P) in jedem Punkt P'! 
ein Kontinuum ist. Das ist leicht, wenn T(P) für jeden Punkt P dieselbe endliche 
Komponentenzahl hat. Es gelingt auch, wenn diese Zahl h höchstens zwei ist und 
wenn jede Komponente der Menge der Punkte mit A = 2 Vereinigung einer nicht- 
abnehmenden Folge von n-Zellen ist. Damit sind in diesem Falle die Sätze der 
oben zitierten Arbeit des Verf. anwendbar. H. Kneser (Tübingen). | 

Vol’pert, A. I.: Ein elementarer Beweis des Jordanschen Satzes. Uspechi mat. 
Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 168—172 (1950) [Russisch]. 

Es wird ein elementarer Beweis des Jordanschen Satzes ohne Benutzung der 
Winkelfunktion und Umlaufszahl gegeben. Zunächst wird durch Betrachtung der 
Anderung der Anzahl der Schnittpunkte eines Halbstrahles fester Richtung mit | 
einem geschlossenen Polygon, wenn der Anfangspunkt des Halbstrahles auf einer 
Kurve variiert, der Hilfssatz bewiesen: Eine Jordankurve, die einen Kreisbogen A 
enthält, trennt die Endpunkte p, q eines Streckenzuges pg, wenn dieser A nur einmal 
und die übrige Kurve überhaupt nicht schneidet. Hieraus folgt sofort, daß eine 
solche spezielle Jordankurve die Ebene in mindestens zwei Gebiete teilt. Ferner 
läßt sich mittels des Hilfssatzes der gewöhnliche Beweis des Satzes vom Jordan- 
bogen übertragen. Daraus folgt leicht für die speziellen Jordankurven die Eigen- 
schaft der absoluten Gebietsgrenze und damit der Jordansche Satz. Hieraus wird 
dann schließlich der Jordansche Satz für allgemeine Jordankurven hergeleitet. 

Burger (Frankfurt a. M.). 

Filippov, A. F.: Ein elementarer Beweis des Jordanschen Satzes. Uspechi 
mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 173—176 (1950) [Russisch]. 

Auch dieser Beweis des Jordanschen Satzes vermeidet Winkelfunktion und 
Umlaufszahl. Er ist jedoch mit dem Beweis von Vol’pert (s. vorsteh. Referat) 
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“nahe verwandt. Er verwendet ebenfalls die Anzahl der Schnittpunkte eines Halb- _ 
 strahles fester Richtung mit einem Streckenzug. Hiermit wird jedoch gleich für 
_ beliebige Jordankurven bewiesen, daß sie die Ebene in wenigstens zwei Gebiete 
_ teilen. Der weitere Beweisgang (Satz vom Jordanbogen, absolute Gebietsgrenze, 
Zerlegung in höchstens zwei Gebiete) ist dem von Vol’pert sehrähnlich. Burger. 

a. Lokucievskij, ©. V.: Über die Überdeekungen der zweidimensionalen Sphäre. 
Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 165—167 (1950) [Russisch ]. 

Bei beliebigem e>0 kann man leicht für die 2-Sphäre eine solche (offene) 
 &-Überdeckung angeben, daß die Maximalzahl der zu einem Element benachbarten 
Elemente gleich 6 ist. Dabei heißen zwei (verschiedene) Elemente der Überdeckung 

"benachbart, wenn ihr Durchschnitt nicht leer ist. Verf. beweist, daß diese Zahl 6 
nicht durch eine kleinere ersetzt werden kann. Mittels der Nerven der Überdeckung 
wird der Satz auf den folgenden elementar-kombinatorischen Hilfssatz zurückge- 
führt: Für einen zweidimensionalen zusammenhängenden Komplex mit Eulerscher 
Charakteristik < 2, bei dem an jede Kante mindestens zwei Seitenflächen und an 
jede Ecke höchstens 5 Kanten anschließen, ist die Anzahl der Ecken < 60. Verf. 
bemerkt, daß dasselbe Ergebnis auch für das Quadrat (an Stelle der 2-Sphäre) gilt 
[vgl. hierzu auch Boltjanskij, Doklady Akad. Nauk SSSR 75, 605—608 (1950)]. 
Burger (Frankfurt a. M.). 

Sentis, Philippe: Quelques resultats relatifs au eoloriage des eartes. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 230, 355—357 (1950). 

In dieser Note referiert der Verf. über diejenigen Bedingungen, die er als not- 
wendig und hinreichend dafür erkannt hat, daß eine Karte sich mit 4 Farben färben 
läßt, falls sie die ganze Ebene bedeckt und ihr Grenzensystem einen regulären 
kubischen Graphen darstellt. Es muß zunächst möglich sein, das Kantensystem 
in drei paarweise fremde Klassen 1, 2, 3 zu zerlegen, so daß die folgenden 2 Glei- 
chungen für jedes Land bzw. jeden Knotenpunkt erfüllt sind. 


0) N +N,+2N,=2p bzw (DD) n+2n% + 2n, =4. 


N ‚bedeutet dabei die Anzahl der Grenzkanten der Klasse i und n, das entsprechende 
für eine Ecke, =1, 2, 3. Die 3 Klassen werden auf einer gefärbten Karte defi- 
niert wie folgt: Man bezeichnet die vier Farben mit 1, 2,—1, — it. Stoßen aneine Kante 
zwei Länder mit entgegengesetzten Farben, so gehört sie zur Klasse 2 oder 3, je 
nachdem die dritten Länder an ihren Endpunkten gleich gefärbt sind oder nicht. 
Alle anderen bilden die Klasse 1. Für die Untersuchung ungefärbter Karten ist 
der Begriff des Netzes und seiner Teilnetze wesentlich. Das Netz R ist die Ver- 
einigungsmenge der Kanten exkl. Endpunkte und der Endpunkte. Teilnetz P 
heißt jede nicht leere Teilmenge von R. Verf. gibt ein Verfahren zur Konstruktion 
von Teilnetzen P an, die aus einem Teil der Kanten 3 (auch durch den Prozeß defi- 
niert) samt Ecken bestehen und aus denjenigen Kanten 1 (Klasse nicht explizit 
definiert), welche mit einer der Kanten 3 eine Ecke gemein haben, so daß P (I) 
genügt, während R (I) erfüllt. Hinreichend für die Möglichkeit, mit 4 Farben 
» auszukommen, ist die Existenz eines Teilnetzes P, welches gleichzeitig mit seinem 
"Komplement P’= R— P die Bedingung (II) erfüllt. Daß kein solches existiere, 
ist notwendig und hinreichend dafür, daß man 5 Farben braucht. Baebler. 

Trevisan, Giorgio: Una osservazione sul problema dei quattro eolori. Rend. 
' Sem. mat. Univ. Padova 19, 103—107 (1950). 

Ein zusammenhängender ebener Graph, dessen Kanten mit Ausnahme höch- 
stens eines Endpunktes paarweise fremd sind, heißt vollständig, wenn jeder andere 
Graph mit denselben Eigenschaften und den gleichen Knotenpunkten Teilgraph 
“von @ist. Eine einfache Abzählung liefert, verknüpft mit der Eulerschen Relation, 
‘für einen solchen Graphen mit n Ecken die Kantenzahl k =“ 3n—6. Die Ebene 
wird durch @G in f=2n-—4 dreieckige Länder zerlegt (das Unendliche einge- 
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schlossen). Im Anschluß an Heawood ordnet Verf. jeder Kante eine Variable %, 
zu, faßt für jedes Land die seinen Grenzkanten zugeordneten Variabeln in eine 
Kongruenz &, + 2,+ x, = l(mod 2) zusammen und vereinigt diese zu einem 
System (8). Hat (8) 2 verschiedene ganzzahlige Lösungen (21, 2%. -, %) ; 
(a, a%,..,%), für welche noch gilt x’ =0)(mod 2), so kann man die 


Landes liegt, was bekanntlich die Gültigkeit des Vierfarbensatzes für die durch @ 
erzeugte Karte nach sich zieht. Die Bedingungen sind auch notwendig. Der Beweis 
gelingt mühelos durch die Aufstellung der Klasseneinteilung auf Grund der Kon- 
gruenzen (gerade — ungerade) und umgekehrt. Baebler (Zürich). 


Medgyessy, P.: Über nichtprimitive reguläre Graphen dritten Grades. Publ. 


Math., Debrecen 1, 183—185 (1950). 


Verf. betrachtet unter den zusammenhängenden, regulären, kubischen Graphen 
(einschließlich solcher mit Schlingen) die nicht primitiven @, d.h. diejenigen, 


welche in einen Faktor 2. Ordnung (blau gefärbt) und einen 1. Ordnung (rot) zerlegt 
werden können, und beweist, daß es bezüglich jeder Zerlegung in mindestens einer 
Weise möglich ist, die Knotenpunkte A, derart in einer Reihe A,;,4;,..., A 
zu ordnen, wobei jeder genau zweimal auftritt, daß @ im Sinne dieser Reihenfolge, 


abwechselnd auf roten und blauen Kanten völlig durchlaufen werden kann. Jede 


blaue Kante wird ein-, jede rote zweimal durchlaufen. Beweisverfahren: Voll- 


ständige Induktion. Existiert eine Zerlegung und eine ihr zugeordnete Reihenfolge, 


so daß jede rote Kante beide Male im selben Sinn durchlaufen wird, so kann der 
Graph in 3 Faktoren erster Ordnung zerlegt werden. Die ihm entsprechende Land- 
karte läßt sich mit vier Farben färben. Baebler (Zürich). 

Medgyessy, Paul: Sur la structure des r6seaux finis, cubiques et colories. 
Mathesis 59, 173—176 (1950). 

Ein regulärer kubischer Graph @ heißt mit drei Farben gefärbt, wenn in keine 
Ecke Kanten mit derselben Farbe münden. Adjunktion einer Kante nennt Verf. 
das Verbinden von 2 verschiedenen inneren Punkten von einer oder zwei Kanten; 
als Fundamentalgraphen @, bezeichnet er denjenigen mit zwei Ecken. ‚Jeder 
färbbare endliche kubische Graph kann aus @, durch endlich viele aufeinander- 
folgende Adjunktionen einer Kante erzeugt werden“. Der Beweis beruht auf zwei 
Hilfssätzen:1.Man kann die Färbung so wählen, daß es eine Kante mit der Farbe 
3 gibt, welche zwei Ecken eines Kreises verbindet, dessen Kanten abwechselnd die 
Farben 1 und 2 tragen und (Folgerung) 2. Man kann jeden gefärbten Graphen # G 
aus einem anderen, ebenfalls gefärbten durch Adjunktion einer Kante gewinnen. 
Je zwei Kanten dürfen keine inneren Punkte gemein haben. Wesentliches Beweis- 
mittel ist die Tatsache, daß @ ein Vieleck mit höchstens fünf Seiten enthält. 

Baebler (Zürich). 


Klassische theoretische Physik. 
Elastizität. Plastizität: 


Truesdell, O.: On the reliability of the membrane theory of shells of revolution. 
Bull. Amer. math. Soc. 54, 994—1008 (1948). 

Nach verschiedenen kritischen Bemerkungen über die Verläßlichkeit der 
Membrantheorie axialsymmetrischer Schalen gelangt Verf. mit Hilfe einer von ihm 
und P. Nemeny ausgearbeiteten Methode zum folgenden Ergebnis. Ist die Schale 
offen oder hat sie in der Apex einen Nabelpunkt, so verursacht eine kleine Änderung 
in der Meridiankurve einekleine Störung der Spannungsresultanten. Hat aber die 
geschlossene Schale in der Apex eine Spitze, so erzeugt eine beliebig kleine Änderung 
der Meridiankurve beträchtliche Störungen in der ganzen Schale. — Zu diesen Er- 
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gebnissen gelangt Verf. durch Abschätzung der Variationen der Lösungen einer 
linearen. Differentialgleichung, deren Koeffizienten variiert werden. Am Ende be- 

‚spricht Verf. verschiedene Ansätze, die geeignet zu sein scheinen, um mit Hilfe der 
Membrantheorie eine bessere Annäherung an die dreidimensionale Elastizitätstheorie 
zu erreichen. E. Egervdry (Budapest). 

3 PoloZij, &. N.: Eine neue Methode zur Lösung einiger gemischter Aufgaben der 
ebenen Elastizitätstheorie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 177—180 (1949) 
[Russisch ]. » 

Als gemischte Aufgaben der Elastizitätstheorie werden solche bezeichnet, in 
denen auf der Begrenzung die normal zur Grenze gerichtete Verschiebung und die 
tangentiale Spannung gegeben sind. Die Begrenzung selbst soll sich aus einer end- 
lichen Anzahl von Linienstücken mit Eckpunkten und stetiger Krümmung zusam- 
mensetzen. Die Methode zur Lösung derartiger Aufgaben ist von Muschelisvili 
für solche Gebiete angegeben worden, die sich mit Hilfe einer rationalen Funktion 
‚konform auf einen Kreis abbilden lassen. In der vorliegenden Arbeit wird die Lösung 
‚dieser Aufgabe durch Erweiterung dieser Methode für ein Rechteck angegeben und 
zwar mit Hilfe von neuen Formeln, die vom Verf. angegeben wurden. Th. Pöschl. 
 PoloZij, &. N.: Über eine Methode zur Lösung einiger gemischter Aufgaben aus 
‚der Theorie der dünnen Platten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 353-356 
‚(1949) [Russisch]. 
| In weiterer Ausgestaltung der im vorhergehenden Referat genannten Arbeiten 
‚handelt es sich um die Bestimmung der Durchbiegungen und der Biege- und Tor- 
sionsepannungen in dünnen Platten, deren Begrenzung aus geraden Linienstücken 
zusammengesetzt ist, längs denen teils die Durchbiegung und teils die Biegemomente 
gegeben sind. Nach dem Verfahren von Muschelisvili u.a. wird die Lösung durch 
zwei Funktionen eines komplexen Arguments dargestellt und für den Fall der recht- 
eckigen Platte mit frei aufliegenden Rändern allgemein durchgeführt. Eine explizite 
Darstellung der Lösung wird nicht gegeben. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Guzman, Arturo M. und Cesar J. Luisoni: Neue Lösungen für einige spezielle 
Belastungszustände ebener Platten. Univ. nac. La Plata, Publ. Fac. Ci. fisicomat., 
Rev. 4, 268—287 (1949) [Spanisch ]. 

The variational method of Galerkin in its general form leads to an orthogonal 
condition between the error function and each of the partial solutions in which the 
function expands. Nevertheless there are cases as for example concentrated or 
partial loads in rectangular plates where it is impossible to apply the orthogonal 
condition. The authors analyze these cases and show with a simple energetic con- 
sideration that a solution can be obtained without the aformentioned condition. 

(Autoreferat.) 

Prokopov, V. K.: Gleichgewicht eines elastischen, axialsymmetrischen, belaste- 
ten, diekwandigen Zylinders. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 135—144 (1949) 
[Russisch ]. 

Die Ermittlung des Spannungs- und Verformungszustandes eines elastischen, 
ıchsensymmetrischen, hohlen, dickwandigen Kreiszylinders von endlicher Länge 
wird mittels der von A.E.H. Love eingeführten Spannungsfunktion y, die der 
Bipotentialgleichung in Zylinderkoordinaten AAy = 0 genügt, durchgeführt. Die 
Lösung wird in Form von Doppelreihen nach trigonometrischen und Besselschen 
Funktionen von komplexen Argumenten eingeführt, deren Koeffizienten durch die 
Randbedingungen festgelegt werden. Die angegebene Lösungsform gibt die Möglich- 
kkeit, Lösungen zu betrachten, bei denen die zylindrischen Seitenflächen von Span- 
Jungen frei sind, und den Einfluß der Stirnseiten bei nicht sehr dieckwandigen Zy- 
lindern zu berücksichtigen, wobei der Verf. Näherungslösungen durch Entwicklung 
1ach einem Parameter verwendet. Als Beispiel wird ein diekwandiger Hohlzylinder 
hetrachtet, dessen Enden mit zwei starren Platten fest verbunden ist. Th. Pöschl. 
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Reissner, H. J. and 6. J. Wennagel: Torsion of noneylindrical shafts of eir 
eular eross section. J. appl. Mech., New. York 17, 275—282 (1950). 


Behandelt wird die Torsion nichtzylindrischer Stäbe von kreisförmigem Quer 
schnitt, also von Rotationskörpern. Der erstmalig von A. Föppl und J.H. Michel 
eingeschlagene Weg, das Verdrillungsproblem zu lösen, bestand in der Integratio 
einer partiellen Differentialgleichung für die Kreisdeformation (eircumferenti 
displacement) bei gleichzeitiger Berücksichtigung der Oberflächenbedingunge 
(Freiheit der Oberfläche von Schubspannungen). Da er nicht auf geschlossene Aus 
drücke elementarer Funktionen führt, mußte mit Reihenentwicklungen bzw. mi 
Näherungsverfahren gearbeitet werden. In vorliegender Arbeit wird nun ein — wenig 
stens teilweise — umgekehrter Weg (nach dem Vorbild von St. Venant) eingeschla 
gen: Von den Lösungen der Differentialgleichung für das elastische Gleichgewicht 
werden jene herausgegriffen, die auf besonders einfache ee | 
führen, d.h. es werden Rotationsflächen aufgesucht, für die das Verdrillungs problem 
einfach ist und die Darstellung der Spannungen und Verschiebungen durch ges chlos 
sene Ausdrücke zuläßt. Da die Untersuchung dieser Rotationsflächen auf erhebliche 
mathematische Schwierigkeiten stößt, wird auf sie verzichtet. Hardtwig. 


Klitehieff, J. M.: Über die Verdrehung eines Rohres mit reehteekigem Quer- 
schnitt. Publ. Inst. math., Acad. Serbe Sci. A 1, 58—61 (1947) [Russisch]. 

In der Arbeit wird die Torsion solcher Rohre untersucht, deren Querschnitt 
außen durch ein Quadrat und innen durch eine Linie der Hauptschubspannunger 
eines tordierten prismatischen Vollstabes mit quadratischem Querschnitt begrenz‘ 
ist. Da die Lösung des Torsionsproblems für die Vollstäbe mit quadratischem Quer 
schnitt bekannt ist, so läuft die Aufgabe darauf hinaus, aus dieser Lösung die Linier 
der Hauptschubspannungen, auf denen die Spannungsfunktion einen konstanter 
Wert hat und die die innere Begrenzung der Rohrquerschnitte bilden sollen, zu be 
stimmen. Für einen Sonderfall wird die Torsionssteifigkeit eines Rohres berechnet 

A. Kromm. (Berlin). 


Mindlin, Raymond D. and Hilda L. Cooper: Thermoelastie stress around : 
eylindrieal inelusion of elliptie eross seetion. J. appl. Mech., New York 17, 265—26! 
(1950). 

Ein unendlich langer, elliptischer Zylinder ist in einem unendlich ausgedehnter 
Medium eingeschlossen. Das als elastisch vorausgesetzte Medium wird gleichförmiz 
erhitzt, seine elastischen Konstanten und sein linearer, thermischer Ausdehnungs 
koeffizient werden als verschieden von den entsprechenden Gıößen des eingeschlos 
senen Zylinders vorausgesetzt. Das damit zusammenhängende Problem der Elasti 
zitätstheorie wird gelöst, insbesondere wird untersucht, in welcher Weise sich di 
elastischen Spannungen an der Grenzfläche des eingeschlossenen elliptischen Zy 
linders ändern. Das Problem wird als ein zweidimensionales aufgefaßt, in ellip 
tische Koordinaten hinübergeschrieben und die Gleichungen der Thermoelastizitä 
werden durch geschlossene Ausdrücke integriert. Für die Maximalwerte der ver 
schiedenen Spannungskomponenten an der Grenzfläche werden Foımeln und Diagıa 
gramme angegeben. Hardtwig (München). 


Swida, W.: Uber die Restspannungen bei der elastisch-plastischen Biegung de 
krummen Stabes. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 77—83 (1950). | 

Eine vorhergehende Arbeit (dies. Zbl. 32, 89) wird hier weitergeführt, wobe 
auch die bei der Entlastung des auf Biegung beanspruchten krummen Stabes ent 
stehenden Restspannungen ermittelt und deren Einfluß auf die Spannungsverteilun; 
bei wiederholten Belastungen (wenigstens qualitativ) untersucht wird. Für di 
Entlastung wird ein idealisiertes Spannungs-Dehnung: diagramm angenommen. Be 
der Durchführung werden zwei Fälle unterschieden, wonach die plastische Zone vo 
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der Entlastung nur an der konkaven oder auch an der konvexen Oberfläche des 

Stabes vorhanden sein soll; der Grenzfall, in dem sich die Plastizierung vor der 
Entlastung auf den ganzen Querschnitt erstreckt, wird besonders betrachtet. Bei- 
‚spiel: der gekrümmte Stab mit Rechteckquerschnitt. Th. Pöschl (Karlsruhe). 


Stüssi, Fritz: Die Grundlagen der mathematischen Plastizitätstheorie und 

der Versuch. Z. angew. Math. Phys., Basel 1, 254—-267 (1950). 

Entsprechend dem heutigen Stand der Plastizitätstheorie setzt man bei 
isotropem Werkstoff auch noch nach Eintritt der Plastizierung Isotropie voraus 
und wendet daher die Grundgleichungen für isotrop-plastische Körper an. Diese 
Auffassung hält Verf. nicht für physikalisch gesichert und stützt seine Überlegungen 
durch sorgfältig durchgeführte Versuche an Hohlzylindern unter Innendruck, 
achsialer Druckbelastung und Torsion. In seinen Schlußfolgerungen benutzt er 
anisotrope Spannungs-Dehnungs-Gleichungen und gelangt so zu wesentlichen Ab- 
weichungen von der sonst üblichen Rechnung, wobei insbesondere die Arbeiten von 
Bijlaard [Abh. internat. Verein. Brücken- und Hochbau 6 (1940/41), desgl. 8 
(1947); Theory and tests on the plastic stability of plates and shells, Inst. Aeron. 
Sci, New York (1949)] zum Vergleich herangezogen werden. — In den voll plastischen 
Bereichen könnte die genaue Theorie des ebenen anisotrop-plastischen Körpers des 
Ref. zur Anwendung kommen (s. dies. Zbl. 30, 376) (Bem.d. Ref.). H. Neuber. 


Hill, R.: On the inhomogeneous deformation of a plastie lamina in a com- 
pression test. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII.S. 41, 733— 
744 (1950). 

Es wird eine Theorie für die Berechnung der Spannungen und Verschiebungen 
in einer dünnen Lamelle von beliebiger Form gegeben, die zwischen parallelen starren 
' Platten plastisch komprimiert wird. Die Dicke der Lamelle wird als klein gegen- 
über deren anderen Abmessungen angenommen. Besonderes Augenmerk wird der 
inhomogenen Verzerrung zugewendet, die durch die Reibung an den Grenzflächen 
und durch die Einflüsse der Ecken hervorgerufen werden. Durch eine Transfor- 
mation wird die Lösung von der eines ebenen elastischen Problems abhängig gemacht. 
Zur Stützung der Theorie werden experimentelle Angaben für die Kompressions- 
prüfung langer elastischer Streifen sowohl mit flüssigen als auch mit festen Schmier- 
mitteln herangezogen. Für die Berechnung der Reibungskoeffizienten der Schmier- 
mittel, die sich auch auf Kaltbearbeitungs-Vorgänge beziehen, wird eine neue 

Methode vorgeschlagen. Th. Pöschl (Karlsruhe). 


Krall, G.: Dinamica ed aerodinamiea dei fili. IV. Problemi non lineari delle 
' vibrazioni acustiche. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIIT. 8. 
5, 285—288 (1948). 
In una Nota prec. (questo Zbl. 37, 274) ’A. ha ricercato l’equazione delle oscil- 
' Jazioni finite di un filo, supponendo che questo sia sollecitato da forze periodiche e, 
' schematizzando opportunamente le circostanze complicatrici del fenomeno, ha 
' istituito alcune considerazioni, specialmente importanti ai fini tecnici, relative 
"all’esistenza di una resistenza quadratica nella velocitä agente sul filo. — In questa 
Nota l’A. persegue l’intento di caratterizzare gli aspetti piü salienti del fenomeno 
vibratorio stabilendo una formula particolarmente adatta per le valutazioni nume- 
riche. @G. Lampariello (Messina). 


Charron, Fernand: Frottement et viscosit6 des ecorps plastiques. C.r. Acad. 
Sci., Paris 231, 646—647 (1950). 
In erster Näherung kann man annehmen, daß die Bewegungen der sehr leicht 
“ plastisch verformbaren Körper, wie die Schmieröle, auf einen Reibungs- und einen 
Zähigkeitskoeffizienten führen; aber die Grenzbedingungen sind von den auf die 
Flüssigkeiten bezüglichen verschieden. Th. Pöschl (Karlsruhe). 
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Hydrodynamik: 
Hölder, Ernst: Über die Variationsprinzipe der Mechanik der Kontinua. Ber. 
Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 97, Nr. 2, 13 S. (1950). 
Es wird sehr allgemein nachgewiesen, daß das Hamiltonsche Prinzip in der 
Form von Clebsch die Kontinuitätsgleichung und die Eulerschen Impulsgleichungen 


der Hydrodynamik liefert. Unter dem vierfachen Integral steht die kinetische | 


Energie, das Scheringsche Potential der Coriolisbeschleunigung, das Potential der 
Schwere und die negative innere Energie, die als irgendeine Funktion der Entropie, 
der Lagrangeschen Koordinaten und der Ableitungen dieser Koordinaten nach den 
Eulerschen angenommen werden kann. Es folgt eine Anwendung auf die stationäre 
Gasströmung, bei der der Impulsvektor, als äußeres Produkt zweier Gradienten an- 
genommen, von selbst die Kontinuitätsgleichung erfüllt. Es steht dann unter dem 
dreifachen Integral eine Funktion der beiden Stromfunktionen, ihrer Ableitungen 
nach den Eulerschen Koordinaten und dieser Koordinaten selbst. Steht nicht in 
Formel (3.9) einmal die Dichte zu viel? Hamel (Landshut). 
Eisenberg, Phillip: An approximate solution for incompressible flow about 
an ellipsoid near a plane wall. J. appl. Mech., New York 17, 154—158 (1950). 


| 
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Um die inkompressible Strömung um ein Ellipsoid in der Nähe einer festen 
Wand zu berechnen, wird die Lösung, die nach der Spiegelungsmethode mit Hilfe | 


zugeordneter Kugelfunktionen erster und zweiter Art P7 und Q7 exakt in müh- 
samer Arbeit aufgestellt werden könnte, näherungsweise angegeben, indem für die 
Berechnung des Potentials auf dem Bildellipsoid vereinfachend angenommen wird, 
daß das Bildellipsoid ganz auf einem Teil der zum wirklichen Ellipsoid konfokalen. 


Ellipsoidfläche liegt, die durch den Mittelpunkt des Bildes hindurchgeht. Die theo- - 
retischen Druckverteilungen auf Meridianen senkrecht und parallel zur Wand 


werden für Modelle des Verhältnisses Länge zu Durchmesser von 4 und 6 mit Mes- 


sungen in einem Wasserkanal verglichen. Pretsch (Bonn). 


Coombs, E.: The translation of two bodies under the free surface of a heavy | 


fluid. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 453—468 (1950). 


In einer früheren Arbeit [Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 167 (1947)] hatte 


Verf. das komplexe Strömungspotential für die zweidimensionale Bewegung hinter 
einem zylindrischen Körper mit beliebigem Querschnitt abgeleitet. Diese Methode, 


die auf den Fall mehrerer Zylinder übertragbar ist, wird benutzt, um Auftrieb und 


Wellenwiderstand eines Paares von gleichen Kreiszylindern der Länge I zu be- 
rechnen, wobei der Schwerpunkt des einen im Abstand 41 unter der freien Ober- 
fläche und der Schwerpunkt des anderen entweder im Abstand 41 darunter oder 
horizontal daneben liest. Pretsch (Bonn). 
Friedman, Bernard: Theory of underwater explosion bubbles. Commun. pure 
appl. Math., New York 3, 177—199 (1950). ; 
Das Geschwindigkeitspotential für die Bewegung einer Unterwasserexplosions- 
blase in Anwesenheit begrenzender Flächen (Meeresgrund, Zielwände, Wasser- 
oberfläche) wird aufgebaut aus dem Potential für eine Kugel mit ortsfestem Mittel- 
punkt und wachsendem Radius (Quelle) und aus dem Potential für eine starre, von 
der Wand fortwandernde Kugel (Dipol). Die Randbedingungen werden durch 
Spiegelungen befriedigt. Die Schwingungszeit stimmt mit Messungen bei einer 
300 g Tetryl-Explosion in etwa 7m Tiefe sehr gut, Druck und Schwingungsweite 
befriedigend überein, während die starke Energiedissipation noch ungeklärt bleibt. 
\ Pretsch (Bonn). 
Hahnemann, H. W.: Die laminaren 6Grenzschichtgleiehungen. Forsch. Ge- 
biete Ingenieurwes. B16, 120—121 (1950). 
Für die Hartreesche Differentialgleichung der laminaren Geschwindigkeits- 
profile in Keilströmung werden mit Hilfe eines in Wandnähe schnell konvergenten 
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Reihenansatzes der Formparameter und die Wandschubspannung in einfache Be- 


ziehung gesetzt. Pretsch (Bonn). 


Foote, J. R. and €. €. Lin: Some reeent investigations in the theory of hydro- 


_ dynamie stability. Quart. appl. Math. 8, 265—280 (1950). 


Die Tollmiensche Stabilitätstheorie wird auf die laminaren Grenzschichten bei 
symmetrischen und unsymmetrischen Strahl- und Nachlaufproblemen angewandt. 
Im Gegensatz zu Grenzschichten an festen Wänden verschwindet hier das Lösungs- 


paar der „zähen“ Lösungen, und die Flüssigkeitsreibung macht sich nur als Kor- 


de 


rekturglied der ‚reibungslosen‘ Lösungen in der Umgebung der kritischen Schicht 
bemerkbar, wo Phasengeschwindigkeit der Störung und örtliche Strömungsgeschwin- 
digkeit übereinstimmen. Die asymptotischen Lösungen der Störungsgleichung, 
deren Gültigkeit von Wasow (1948) für die Umgebung einer einzigen kritischen 
Schicht untersucht wurde, werden hier für zwei kritische Schichten verallgemeinert. 
Neutrale oder angefachte Schwingungen sind nur möglich, wenn das Geschwindig- 
keitsprofil einen Wendepunkt besitzt. In einem Zusatz von Lin wird die Theorie 
auf die Stabilität zonaler Winde auf der rotierenden Erde angewandt. Wuest. 

Meksyn, D.: Stability of viscous flow over concave eylindrical surfaces. Proc. 
R*’Soc., London, Ser. A 203, 253—265 (1950). 

Die Instabilität dreidimensionaler Störungen in zäher Strömung entlang kon- 
kaven zylindrischen Wänden, die Görtler [Nachr. Ges. Wiss. Göttingen I, N. F. 2, 
Nr. 1, 1—26 (1940); dies. Zbl. 24, 232] näherungsweise durch Reduktion zweier 
simultaner Integralgleichungen auf ein System simultaner linearer Gleichungen be- 
wiesen hat, wird mit der Methode asymptotischer Entwicklungen hergeleitet, die 
Verf. im Fall rotierender Zylinder [Proe. R. Soc., London, Ser. A 187, 115—128 
(1946)] benutzt hat. Der tiefste kritische Zustand liegt im Vergleich zu Görtlers 
Ergebnissen bei höheren Werten von Frequenz und Reynoldszahl. Pretsch. 

Zerner, Frederie: Sur le parametre de similitude regissant les petites oseilla- 
tions libres d’un liquide pesant et visqueux dans un tube en U. C.r. Acad. Sci., 
Paris 231, 110—112 (1950). 

Die Flüssigkeitsschwingungen einer schweren zähen Flüssigkeit in einem U-Rohr 
beliebigen Querschnitts werden von einem einzigen Parameter bestimmt, wenn man 
annimmt, daß die Reibungsarbeit nur in der Grundschwingung zum Ausdruck 
kommt und der Meniskus seine Form behält. Dieser Parameter ist eine verallge- 
meinerte Form des von Valensi [C. r. Acad. Sci., Paris 224, 893 (1947)] für-zylin- 
drische Rohre angegebenen Parameters. Pretsch (Bonn). 

Lighthill, M. J.: Contributions to the theory of heat transfer through a laminar 
boundary layer. Proc. R. Soc., London, Ser. A 202, 359—377 (1950). 

Um den Wärmeübergang in einer Jaminaren inkompressiblen Grenzschicht bei 
niedriger Machzahl für beliebige Verteilung der Außenstromgeschwindigkeit und 
Wandtemperatur zu berechnen, wird die Methode von Fage und Falkner unter 
Benutzung der Energiegleichung in der v. Misesschen Form verallgemeinert. Für 
hohe Machzahlen wird bei Gleichgewicht zwischen Wärmeübergang und Strahlung 
die Verteilung der Wandtemperatur längs der umströmten Wand aus einer nicht- 
linearen Integralgleichung ermittelt, wobei konstante Außenstromgeschwindigkeit 
vorausgesetzt werden muß. Pretsch (Bonn). 

Rotta, J.: Das in Wandnähe gültige Gesehwindigkeitsgesetz turbulenter Strö- 
mungen. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 277—280 (1950). 

Die Bedeutung des von L. Prandtl aufgestellten ‚universellen‘ Geschwindig- 


"keitsgesetzes beruht darauf, daß sich innerhalb einer sehr dünnen, wandnahen 


Schicht die gesamte Wechselwirkung zwischen der von der Zähigkeit erzeugten und 
der durch die turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen bewirkten Schubspan- 
nungen abspielt. Mit dem dabei benutzten Mischungswegansatz kann bei physika- 
lisch sinnvoll gewählten Randbedingungen auch der Übergang in die laminare 
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Unterschicht erfaßt und die Wirkung der Wandrauhigkeit anschaulich erklärt | 


werden. Das vorliegende Versuchsmaterial reicht aber noch nicht aus, um den 
Geschwindigkeitsverlauf bis in unmittelbare Wandnähe vergleichen zu können. 
Th. Pöschl (Karlsruhe). 
Altsul‘, A. D.: Über das Gesetz der turbulenten Bewegung einer Flüssigkeit 
in glatten Röhren. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 75, 617—620 (1950) [Russisch]. 
Bowden, K.F.: The effeet of eddy viseosity on ocean waves. Phil. Mag., J. 
theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 907—917 (1950). 
Um den Einfluß der Turbulenz auf Meereswellen (Wellenlänge A) zu erklären, 
wird eine turbulente Zähigkeit eingeführt, die groß gegenüber der kinematischen 


Zähigkeit, aber klein gegenüber dem turbulenten ‚Austausch‘ ist. Im Gegensatz 


zu dem Vorschlag von Groen und Dorrestein [Nature, London 165, 445 (1950)], 


diese Zähigkeit auf Grund der v. Weizsäckerschen Theorie örtlich isotroper Turbu- 


lenz zu 44/3 anzunehmen, wird sie proportional dem Produkt aus Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und Amplitude angesetzt. Dieser Vorschlag läßt sich durch Über- 
tragung der v. Kärmänschen Ähnlichkeitshypothese auf die Wellenbewegung ab- 
leiten. Pretsch (Bonn). 

Gardner, C.: Time-dependent linearized supersonie flow past planar wings. 
Commun. pure appl. Math., New York 3, 33—38 (1950). 


Berechnet werden soll das instationäre Störgeschwindigkeitspotential 


p(%,y,2,t) um einen Rechteckflügel verschwindender Dicke in homogener Über- 
schallparallelströmung der Geschwindigkeit U in x-Richtung. Der Flügel soll zu 
allen Zeiten £ nur wenig von der x, y-Ebene abweichen, sein lokaler Anstellwinkel 


auf der Kontur sei als Funktion von &, y und t gegeben. — Dies Problem ist von 


Chang (demnächst erscheinend als N. A. C. A. Techn. Note) und von J: W. Miles 
[J. aeronaut. Sci., New York 16, 381 (1949)] mittels der Theorie der Fouriertrans- 
formationen gelöst worden. Hier wird es vom Verf. auf eine neue Weise behandelt. 
— Mit M als Machzahl und c als Schallgeschwindigkeit der Anströmung genügt 
nach der in üblicher Weise vorgenommenen Linearisierung der partiellen Differential- 
gleichung 

s 2M 1 

MV) 9% 9 Pet Yet =) M>1 

mit der Anfangsbedingung 9=0 für x <0 und der Randbedingung 


= RZ — lim % = Uf,(8,4,)+f1,&%y1 für "2,4 1m06G, 
> 2>— 


wo @ die senkrechte Grundrißprojektion des Flügels auf die Ebene z=0 = 


Hochachse) und wo 2 = I(&, 9, t) für x, y in @ die Fläche des räumlichen Flügels 
bedeutet. Wenn nur die Randnähe des Flügels interessiert, kann man mittels der 
Transformation = x/ß, ! = (Mx— PB? ct)/ß (B = yM?— 1) folgendes äqui- 
valente Problem formulieren (Striche wieder weggelassen!): (x, y, 2, t) als Lösung 
von 9a Pyy — Pe Pr 0 so zu finden, daß 9=0 für <<0 und daß 


Be: P; = 9(®, y, t) für y > 0, wo g eine vorgegebene stetig differenzierbare Funk- 
2 


tion mit g= 0 für © <0 ist. — Zu dessen Lösung wird eine für alle &<0 de- 
finierte Funktion »(E, x, y,2,t) gesucht, die dort den Differentialgleichungen 


VE Yyy Pd I Ya Yan — Ye 0 


mit den Bedingungen > y=x5%Yb undy=0 für x <—E genügt, 
wobei x die Bedingungen x (0, x, y,t) = g(x, y,t) erfüllen soll. Aus einem solchen Y 
wird dann o in der Gestalt = y(0, x, y,2,t) gefunden. — Man findet zuerst 
x(&%,9,t) als Lösung von %—XırYe:=0 für E<O0 (y Parameter) mit 


+17 


—=9(%,y,t) für®=0(0 und y=0 für «<O in der Gestalt 


1 z SR 
PAS, X, Y, t) er [ | See 3 m anın I) x, dt,, 
N» Hr Van 
5 00 ya+a 
_ und damit dann 
1 Y son 
NE Be ER ee | | A a de, dn, 
74 : er 
— 00 Vm-+ 2 


0 VP+2 +2? + y. Nach Ersetzen von y kann das entstehende vierfache Inte- 
al nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge über & ausintegriert und somit 
schließlich die Lösung zu 


eg) T) 
Pix, Y; 2,0 - 0 on — drdn 


n>0 
—- oo <r<oo 
D SE 
> [ff V2enatsmn) d& dr dn 
= J)] (e-&8-mV@-2-0- Cm 
ER, n>0 
—-o<r<oo 
mit ?= (y— nn)” +(t—rT)% + 22] gefunden werden. — Durch Bor Transfor- 
mationen kann man den Fall des nicht in «-Richtung fallenden Flügelrandes auf 
den behandelten Fall zurückführen. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 


Gardner, €.: A relation between time-dependent and steady linearized super- 
sonie flows past coniecal bodies. Commun. pure appl. Math., New York 3, 39—43 
(1950). 

Mit den analogen Methoden wie in der vorstehend referierten Arbeit behandelt 
- Verf. die linearisierte Überschallströmung um einen kegeligen Körper K, der sich 
stetig in der Zeit verändert (z. B. oszilliert). K liege dabei ganz im Inneren des 
Machkegels seiner Spitze. Das Geschwindigkeitspotential 9 genügt der Differential- 
gleichung der zeitabhängigen linearisierten Überschallströmung, verschwindet auf 
dem Machkegel und genügt der Randbedingung, daß auf K seine Normalableitung 
öp/on = f(x, P,t) ist, wo x, ß Flächenparameter sind und wo f eine durch die 
gestaltlichen Verhältnisse von K und die Art seiner Bewegung bestimmte Funktion 
ist. Es wird gezeigt, daß die Werte dieser Lösung @ in gegebenem Punkt und zu 
gegebener Zeit gleich sind den Werten einer Funktion ®, die der Gleichung der 
stationären Überschallströmung genügt mit der Randbedingung, daß ihre Normal- 
ableitung auf K gleich ist einem Wert, der sich durch eine gewisse Integraltransfor- 
mation aus den gegebenen Werten f(x ß. it) aufbaut. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Kolodner, I.: On the linearized Me of supersonie flows through axially 
symmetrical duets. Commun. pure appl. Math., New York 3, 133—152 (1950). 

Es handelt sich um das Problem der reibungs- und drehungsfreien Überschall- 
‚durchströmung eines Kreisrohres von variablem (Querschnitt. Die Symmetrie- 
achse sei als x-Achse gewählt, r sei die hierzu senkrechte radiale Koordinate. Für 
x <0 sei das Rohr ein Zylinder vom Radius d, rechts vom „Einlauf“ x = 0 sei 
der Rohrradius durch 


Per) 0 (1 — eBa(z)) mit 28 Max |g(z)| <1 
gegeben. Dabei ist = M?—1, wo M >1 die Machzahl der Strömung für 
.xz <0 bedeutet. Wird der Dickenparameter e > 0 hinreichend klein gewählt, so 
sind auch die Störgeschwindigkeiten in achsialer und radialer Richtung klein, und 
es kann die linearisierte Theorie angewendet werden. In den neuen Koordinaten 
X=x/ßd, Y=r/d genügt dann das Störpotential (X, 7) der linearen partiellen 
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Differentialgleichung 


1 
(1) : Pprr tyPropxx—) 


mit der Randbedingung (näherungsweise): gy(X,1) =—g’(X), und der Anfangs- 
bedingung 9(-%9, Y)=9x- ©, Y)=0 für ale O<Y=sI1 (bei geeigneter 
Normierung der additiven Konstanten von @). — Die Behandlung dieses Problems 
ist von H.F. Ludloff und F. Reiche [J. Aeron. Sci. 16, 5—21 (1949)] durch 
Belegungen des Grundzylinders r(2)=d für x >20 mit Überschallquellen (ohne 
Rücksicht auf vorgeschriebene Randbedingungen) in Angriff genommen und von 
Ch. Mack (Dissertation, New York University, 1947) auf gleicher Basis weiter ge- 
führt worden. Eine andere Behandlung gab G. N. Ward (Aeronaut. Res. Commit., 
Rep. Mem., London No. 2183). Auch auf eine verwandte Arbeit vonR. K. Tempest 
(dies. Zbl. 37, 119) sei vom Ref. hingewiesen. — Verf. gibt unter Erfüllung der ge- 
nannten Rand- und Anfangsbedingungen die eindeutige Lösung 


X 00 J(0,Y) X 
)=— ea "(X — 2) sin o,2dz 

PEN--2 ai ZA | 
von (1). Dabei ist J, die nullte Besselsche Funktion 1. Art, und o,, sind die Null- 
stellen der Besselschen Funktion 1. Art J,(s). Von der ‚„Rohrfunktion“ g(X) ist. 
dabei vorausgesetzt: I. g’ (X), g’ (X) existieren und sind stetig; II. g"”’(X) existiert 
und ist stetig bis auf eine Punktmenge vom Maß Null, auf der es sprungartige Un- 
stetigkeiten haben kann; III. g”’(X) hat nur endlich viele Extrema. — Es ist für 
die physikalische Anschauung überraschend, daß hierbei i.a. trotz lim g’(X)=0 | 


X—00 
(was aus Obigem folgt) nicht auch lim @y = 0 und auch nicht lim ox = const 
X-00 X>00 


(d.h.von Y frei) folgt, wie vom Verf. bewiesen wird. Nur wenn außerdem die 

Laplacesche Transformierte &[g’’(X)] für alle s=io, verschwindet, ist lim py =0 
X>0 

und lim px = const = — 2g9(©0) für alle O< Y< 1. — Mit einigen interessanten 

X-00 5 
Aussagen über die auftretenden Singularitäten der Strömung, wenn diese oder jene 
der Bedingungen I, II, III von g(X) nicht erfüllt werden, schließt der wesentliche 
Teil der Arbeit. Das Werkzeug zu dieser letzten Untersuchung ist ‘eine gewisse 
Stieltjessche Integraldarstellung der Ableitung g’(X) durch die Quellstärken der 
Zylinderbelegung. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Martin, M. H.: Plane rotational Prandtl-Meyer flows. J. Math. Phys., Massa- 
chusetts 29, 76—89 (1950). 

Man kann die Prandtl-Meyersche Strömung (P-M-Strömung) durch den Sachverhalt | 
charakterisieren, daß ihr Hodograph in eine einzige Kurve der Hodographenebene entartet, 
und diese Definition zwanglos auch auf wirbelige Strömungen übertragen, so daß man in dieser. | 
Weise eine direkte Verallgemeinerung der klassischen drehungsfreien P-M-Strömung auf wirbelige 
P-M-Strömungen erhält. — Es werden Druck p und Stromfunktion y als unabhängige Variable 
eingeführt (wodurch nur triviale Strömungen ausscheiden). Die Bernoullische Funktion W (p, y) 
und die Richtungsfunktion 9(p, y) genügen der Differentialgleichung 


(WW 6: x 
) w h eo =) -(W20,,=0. 
B, Y 
W ist dabei der Geschwindigkeitsbetrag. Die Zustandsgleichung oe=f(p,8) ($S = Entropie) 
und die Entropieverteilungsfunktion S(y) führen zur Dichtefunktion o(p, y), und die Bernoulli- 
sche Gleichung lautet mit Hilfe der Energieverteilungsfunktion C (y) 


W:2 : dp 
9. lee | a 


Werden über die zur mathematischen Behandlung notwendigen Stetigkeits- und Differenzier- 
barkeitsforderungen hinaus keine weiteren Bedingungen an f gestellt, so spricht man von einem 


Bi +" 
dep nn 
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abstrakten Medium, wird dagegen von f zusätzlich (0,8) =0; 0 < fw, 8) <oo für p>0; 


3 » 
Js» 8) <0; ,@8)>0 für p>0; i= f F'(p, S) dp < © für p > 0 verlangt, so spricht 
ö 


man von einem physikalischen Gas. — Geht man mit der Polargleichung 9 = #(W) [= const., 
W =# const.] in (1), so ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 


durch diese Gleichung gegebene Kurve das Hodographenbild einer P-M-Strömung eines ab- 


' strakten Mediums mit vorgegebener Bernoullischer Funktion ist, das Bestehen folgender Alter- 


native: Entweder 1) die Ausdrücke 

= (W,,Wo 1UW,n. 5= [UWE WW. — 2W, Wu W,y + W3, Wyy) W + W3, W3] Wa? WW: 
‚sind Funktionen allein von W, und 0(W) ist eine Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung 
(2) 0° — «( W)0' — b(W)60” = 0, oder aber 2) «a und db sind nicht Funktionen von W allein, 
und es existiert ein &,(W) == 0 derart, daß & — a(p, y) o. —b(p, y)o3=0 gilt. In diesem 
Falle ist dann 9 =, +[o,(W) dW, 0, = const das Hodographenbild. — Im Fall 1) heißt 
‚die P-M-Strömung von der Klasse A, im Fall 2) von der Klasse B. — Die einzigen isoenergetischen 
-[C(y) = eonst], anisentropen P-M-Strömungen der Klasse A für ein physikalisches Gas mit 
separabler Zustandsgleichung [d.h. /von der Gestalt f = (8) -I/(p)] sind Strömungen poly- 
troper Gase mit linearer oder logarithmischer Entropieverteilung $(y). Die einzigen isoenergeti- 
‚schen, anisentropen P-M-Strömungen eines polytropen Gases sind von der Klasse A, und ihre 
Hodographenbilder sind Lösungen von (2) mit 

a=#2)(W - WY1—- W3(4(1 + W2) — 7, (‘ = «/#» —1);% = c,/C,, WO 69, C, = Spezif. 
b= [4 (W — W) — (A +1) W][4 (1+ W2)—1]-1\Wärmen bei konst. Druck bzw. re ; 
‚Dabei ist 4 ein Parameter, der die Entropieverteilung $(y) festlegt zu 


ne Ei log |y — yo] + eonst für #0 


e(y — Yo) + const a N) Mens m Obelens zei); 


— P-M-Strömungen der Klasse B werden nicht besprochen. — Es gibt auch nicht-isoenergetische, 
isentrope P-M-Strömungen der Klasse A für ein physikalisches Gas mit separabler Zustands- 
‚gleichung. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Tomotika, S. and Z. Hasimoto: On the transonie flow of a eompressible fluid 
through an axially symmetrical nozzle. J. Math. Phys., Massachusetts 29, 105— 
117 (1950). fi 

Verff.geben einen Beitrag zur bekannten Frage des Übergangs vom Taylorschen (symme- 
trischen) zum Meyerschen (unsymmetrischen) Schalldurchgang in einer konvergent-divergenten 
Düse bei Annahme der Existenz eines Geschwindigkeitspotentials ®. H. Görtler [Z. angew. 
Math. Mech. 19, 325—337 (1939)] behandelte diese Frage approximativ mit abbrechen- 
den Potenzdoppelreihenansätzen für die Lösung der exakten Differentialgleichung für ®, 
und zwar sowohl im ebenen als auch im drehsymmetrischen Fall. Tomotika und Ta- 
mada (dies. Zbl. 34, 417) behandelten diese Frage im ebenen Fall mittels exakter Lösungen 
einer die exakte Differentialgleichung in Schallnähe gut approximierenden vereinfachten Diffe- 
rentialgleichung. Nach dem gleichen Prinzip wird hier der drehsymmetrische Fall untersucht. 
Seien x, y die Ortskoordinaten in einer Meridianebene (x-Achse — Düsenachse, y senkrecht 
dazu), v, v die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten, undwerde 2=5, y= V2/#+1) N] 
gesetzt. Das durch f;=uje, —1= U, = V2/(# + 1) v/c, definierte Geschwindigkeits- 
potential f(£, 7) (c, ist die kritische Schallgeschwindigkeit) genügt dann bei Vernachlässigung 
von Gliedern, die in den Ableitungen von f von höherem als 2. Grad sind, und wenn zudem 
(In). gegen (f}): vernachlässigt wird, der Differentialgleichung f,,„+ nf, = 2fefee, was sich 
für U auch in der Gestalt N el (U); schreibt. — Der Ansatz U=Z() + 2u? n, 
z=&-+ un? mit konstantem u führt für Z(z) zur gewöhnlichen Differentialgleichung 


Zr (2 =) En Au 0; 


dz dz 


Sie hat mit beliebigem konstanten a die Lösung (Z-uo2)"(Z—nw:)"—a 
(o,=1+ V5,,=-1 —Y 5), d.h.der Punkt z = Z = 0) ist Sattelpunkt. Von den bei a # 0 
vorhandenen vier hyperbelähnlichen Zweigen dieser Lösung scheiden die mit Z-parallelen Scheitel- 
tangenten für stoßfreie Düsenströmungen aus. Von den beiden Zweigen mit z-parallelen Scheitel- 
tangenten entspricht der in Z> 0 gelegene einer reinen Überschallströmung, der in Z<O 
‚gelegene dagegen einer Strömung mit reiner Unterschallgeschwindigkeit auf ‚der Düsenachse, 
wobei jedoch bei hinreichend kleinem |a| lokale Überschallgebiete an der Düsenwand in der 
Nähe der engsten Stelle auftreten. Für a —0 geht diese allein interessierende Lösungsschar 
in die beiden in Z< 0 gelegenen Halbasymptoten Z=uo,2 und Z= 10,2 über. Diese 
Grenzlösung entspricht physikalisch derjenigen (postulierten) Grenzströmung, die auf der Düsen- 


j 


120 De 
achse in genau einem Punkt Schallgeschwindigkeit und sonst auf ihr durchweg Unterschall- 
geschwindigkeit besitzt. — Den Übergang vom Taylorschen Typ durch diesen Grenzfall zum 
Meyerschen Typ stellen sich Verff. in quasistationärer Betrachtungsweise dann so vor, daß statt. 


des in Z<0 gelegenen absteigenden Halbasymptotenastes die in Z> 0 gelegene geradlinige | 


Verlängerung des in Z< 0 gelegenen aufsteigenden Halbasymptotenastes genommen wird 
[die durch Z = u wz gegebene volle Asymptote ist ja gleichfalls Lösung von (1)]-. — Durch 
Wahl von « und u kann die angegebene Lösung gewissen Randbedingungen angepaßt werden. 
Dies wird von den Verff. für die von T.E. Stanton [Aeronaut. Res. Commit., Rep. Mem., 
London No. 1388 (1930)] vermessene Düse durchgeführt und qualitativ befriedigende Überein-. 
stimmung gefunden. Daß besonders in Grenzfallnähe diese Übereinstimmung weniger gut ist, 
läßt sich mit der zu vermutenden Instabilität dieser Strömungsform gegenüber kleinen Einlaufs-. 
druckstörungen erklären. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Herbeck, M.: Der Wärmeaustauseh zwischen einem geheizten Band und einer 
Konvektionsströmung. Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 258—260 (1950). 

Das Problem des Wärmeaustausches zwischen einem geheizten Band bzw. einer 
geheizten Halbebene und einer Konvektionsströmung parallel zur Wandoberfläche 
ist für die Messung der Wandschubspannung in turbulenten Grenzschichten von 
Bedeutung. Im Gegensatz zu früheren Untersuchungen von Reichardt, Schuh 


und Ludwieg wird hier der Wärmeaustausch durch Leitung in Strömungsrichtung 


nicht vernachlässigt. Man wird dadurch auf eine partielle Differentialgleichung von 
elliptischem Typus geführt, die für die geheizte Halbebene gelöst wird. Dabei wird 
das gesuchte Temperaturfeld als ein durch Wärmekonvektion gestörtes Feld eines 
ursprünglich reinen Wärmeleitungsfeldes betrachtet. Die Lösung wird als Reihen- 
entwicklung in einem Polarkoordinatensystem aufgestellt. Um die geforderten Rand- 
bedingungen im Unendlichen zu erfüllen, wird noch eine zweite Form der Lösung 
unter Benutzung des Fourierintegrales und der Hankelschen Zylinderfunktion auf- 


gestellt und die Koeffizienten der Reihenentwicklung durch Vergleich mit der zweiten 


Lösung bestimmt. Abschließend wird noch die Nusseltsche Zahl Nu für den Kon- 
vektionsanteil des Wärmeüberganges berechnet. Die gemessenen Werte Nu wurden. 
etwas größer als die berechneten gefunden. Wuest (Göttingen). 


Schrenk, 0.: Gasströmung Konstanten Querschnitts mit Wärmezufuhr. Inge- 
nieur-Arch., Berlin 18, 272—276 (1950). 

Die Strömung mit Energiezufuhr bei konstantem Querschnitt wurde bereits 
mehrfach behandelt. Die erste Arbeit stammt von R. Becker [Z. Phys., Berlin 22,. 
321 (1921)]. Man begegnet dem Problem beim Studium der Kondensationserschei-- 
nungen in Lavaldüsen. Schließlich wird die Aufgabe sehr allgemein von H. Shapiro 
und W.Hawthorne (dies. Zbl. 30, 229) behandelt. In vorliegender Arbeit wird 
die Anderung der Zustandsgrößen bei Unter- und Überschallgeschwindigkeit stu- 
diert. In stationärer Strömung kann nur soviel Wärme zugeführt werden, daß die 
Machzahl 1 erreicht wird, andernfalls treten instationäre Vorgänge auf. 

Oswatitsch (Stockholm). 

Thomas, T. Y.: The determination of pressure on eurved bodies behind shocks.. 
Commun. pure appl. Math., New York 3, 103—132 (1950). 

Diese Arbeit gibt eine umfassende Darstellung der Untersuchungen des Verf.. 
über das Verhalten einer ebenen stationären Strömung hinter der Stoßwelle, die 
ein Störkörper mit spitzer Nase in homogener Überschallparallelströmung erzeugt.. 
Die Machzahl M > 1 der Anströmung und der Öffnungswinkel des die Nase tan-- 
gierenden Keils seien so gewählt, daß die Stoßfront dem Körper anliegt. Die Neigung 
© der Körperkontur gegen die x-Achse (= Anströmrichtung) sei für die Oberseite: 
(resp. Unterseite) eine monoton abnehmende (resp. zunehmende) Funktion der 
Bogenlänge o der Kontur. Dann werden die Stromlinien auch in der Nachbarschaft 
des Körpers diese Eigenschaft haben, und man kann den Druck p als Funktion 
»(®,S) der Neigung & und der Entropie S darstellen. 8 ist konstant längs jeder 
Stromlinie, variiert aber wegen der variablen Krümmung der Stoßfront von Strom-. 
linie zu Stromlinie und kann daher als Stromlinienparameter herangezogen werden. 


ine 


= a 
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Die bei $ freie additive Konstante werde zur Normierung S=(0 für die Kontur 
benutzt. Wegen der Energiekonstanz beim Durchgang durch die Stoßfront ist die 
Strömung isoenergetisch, wegen der Anisentropie hinter der Stoßfront aber nach 
Croccos Satz wirbelig. — Man kann die Funktion p(w,sS) als Potenzreihe in S 
ansetzen mit Koeffizienten, die von & abhängen: 

d) 2,8) =d(w) + 9,(w)S +6,(w) +: +64,(w) SE + +: 

Dabei ist dann #(®) = p(w,0) die Druckverteilung um die Körperkontur, und 
man kann zeigen, daß für k >1 die Koeffizienten ,(®) dieser Reihe Funktionen 
sind von 8(w») und dessen k ersten Ableitungen nach w, wobei überdies noch die 
k—1 ersten Ableitungen der Krümmung K(®) der Kontur an der betrachteten 
lokalen Stelle und an der Profilnase eingehen, natürlich zudem auch die Anström- 
daten. Zur Aufstellung dieser funktionalen Abhängigkeit der 0,(w) ist ein umfang- 
reicher Formelapparat notwendig, der vom Veıf.in der vorliegenden Arbeit ent- 
wickelt wird, z. T. aber auch schon in früheren Arbeiten bereitgestellt wurde und 
nun hier verwendet wird. — Die Reihe (1) gibt eine formale Lösung für den Druck 
im ganzen Feld (mit der gegebenen Kontur als Stromlinie), wenn die Druckvertei- 
lung, (®) auf der Kontur gegeben ist. Ist dagegen #(w) gesucht, so kann man die 
Randbedingungen 


oo 

(2) Px(®) =d(o) + = 9,.(0) 5% (@) 
für die Stoßfront zu Hilfe nehmen, in denen p,(®) und S,(®) Druck und Entropie 
bedeuten in demjenigen Punkt am stromabseitigen Ufer der Stoßfront, in dem die 
Stromlinie gerade den (gemäß den bekannten Stoßgleichungen durch die dortige 
Stoßfrontneigung eindeutig bestimmten) Neigungswinkel » hat. Damit liegt dann 
in (2) eine gewöhnliche Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung für 6() 
vor. — Außer der trivialen 1. Näherung ®(w) = p,(w) gibt Verf. noch für eine 
2. Näherung die Differentialgleichung 1. Ordnung für #(w) an, die aus 
P+(®) = (w) + ,(w) S,(®) resultiert, und schließlich für eine 3. Näherung die 
recht verwickelte Differentialgleichung 2. Ordnung für 6(w), die aus 
24 (©) = B(w) + B,(w) S,(®) + H,(w) S%(w) resultiert. — Zu früheren Arbeiten 
des Verf. zu diesem Thema siehe dies. Zbl. 36, 264; 35, 418, 421; 33, 121. 

Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Robbertse, W.P. and J. M. Burgers: Solutions of the equations for the non- 
uniform propagation of a very strong shock wave. Il. Proc. Akad. Wet., Amster- 
dam 52, 1067—1074 (1949). 

Die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 35, 421) angegebene Lösung einer starken 
'Stoßwelle, die sowohl die Bewegungsgleichung wie die Randbedingung am Ort der 
‘Welle befriedigt und das Dichtegesetz x”/4 erfordert, wird an einem Zahlenbeispiel 
aus der Astrophysik erläutert und auf den Fall konstanter Schwerebeschleunigung 
erweitert. Pretsch (Bonn). 
Sauer, R.: Ausbreitungsgesetze schwacher Verdicehtungsstöße in Gasen. In- 
genieur-Arch., Berlin 18, 239—241 (1950). 
| Die zuerst von Hantzsche und Wendt behandelten Ausbreitungsgesetze für 
instationäre ebene, zylindrische und kugelige Stoßwellen werden in besonderer 
Kürze für große Entfernungen vom Störzentrum abgeleitet. Es handelt sich dabei 
um eine über die Linearisierung der Akustik um einen Schritt hinausgehende Nähe- 
rung. Zahlreiche Zitate geben vorangegangene Arbeiten wieder. Oswatitsch. 

_ Lighthill, M. J.: The energy distribution behind decaying shocks. I. Plane 
waves. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 1101—1128 
1950). 

”. die Genauigkeit der von Friedrichs entwickelten Theorie abklingender 
sbener Stoßwellen zu prüfen, untersucht Verf. die nur von einer Raumkoordinate 
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und der Zeit abhängigen Vorgänge bei einem Kolben, der in einem Rohr bewe 
wird und dann willkürlich bis zum Stillstand verzögert wird. Bei der Entwicklung 
der Theorie werden kubische Glieder der Stoßstärke vernachlässigt. Die Energie 
der einfachen Welle wird mit der vom Kolben geleisteten Arbeit verglichen, wobei 
die Differenz eine Größe zweiter Ordnung in der anfänglichen Stoßstärke ergibt. 
Die Untersuchung wird auch auf die sogenannte „N-Welle‘“ ausgedehnt, die dann 
entsteht, wenn der Kolben nach anfänglicher Vorwärtsbewegung rückwärts bewegt 
und dann erst zum Stillstand gebracht wird. Man erhält dadurch ein Problem mit 
zwei abklingenden Stoßwellen. Wuest (Göttingen). 

Taylor, Geoffrey: The instability of liquid surfaces when accelerated in a 
direetion perpendieular to their planes. I. Proc. R. Soc., London, Ser. A 201, 192—196 

1950). 
\ a zwei übereinanderliegende Flüssigkeitsschichten verschiedener Dichte 
senkrecht zur Trennungsschicht beschleunigt werden, hängt deren Stabilität von 
der Richtung der Beschleunigung ab. Die Anfachung einer Störung von der Wellen- 
länge A ist, wenn die Vertikalbeschleunigung wesentlich größer als die Erdbeschleu- 
nigung ist, durch das Dichteverhältnis und die Anzahl durchlaufener Wellenlängen 
gegeben. Dasselbe gilt für das Verhalten einer luftdruckbeschleunigten Flüssigkeits- 
schicht endlicher Dieke h >44. In Teil Il soll auf Grund von Versuchen beschrieben 
werden, wie sich die Trennungsschicht bei endlich großen Störungen verhält. 

Pretsch (Bonn). 

Heins, Albert E.: Water waves over a channel of finite depth with a submerged 
plane barrier. Canadian J. Math. 2, 210—222 (1950). 

In Fortführung früherer Studien von Oberflächenwellen an einem Dreieck über 
einem Kanal endlicher Tiefe (dies. Zbl. 35, 421) und unendlicher Tiefe (Veröffent- 
lichung in Vorbereitung) wird der Kanal unendlicher Länge, aber endlicher Tiefe 
mit halbunendlicher, zum Kanalboden paralleler starrer Barriere als zweidimensionales 
Problem behandelt. Die inhomogene Integralgleichung vom Wiener-Hopf-Typ, auf 
die sich das Randwertproblem für das Geschwindigkeitspotential zurückführen läßt, 
kann über Fourier-Transformierte gelöst werden; für die Reflexions- und Durch- 
gangseigenschaften an der Barriere gilt ein einfacher Reziprozitätssatz. Pretsch. 

Bondi, H.: Waves on the surface of a ecompressible liquid. Proc. Cambridge 
phil. Soc. 43, 75—95 (1947). | 

Überschallwellen können an der Oberfläche einer kompressiblen reibungslosen 
Flüssigkeit pur auftreten, wenn zwei Randbedingungen für das Geschwindigkeits- 
potential und seine Ableitungen erfüllt sind. Schwerewellen befriedigen diese Be- 
dingungen nicht, dagegen schwerefreie Kapillarwellen. Die von einer örtlichen 
Störung ausgehenden Druck- und Oberflächenschwerewellen werden untersucht. 
Die hier vernachlässigte Zähigkeit dürfte die obere Grenze der Kapillarwellen- 
geschwindigkeit stark reduzieren. Pretsch (Bonn). 

Dean, W. R.: Note on waves on the surface of running water. Proc. Cambridge 
phil. Soc. 43, 96-99 (1947). 

Gegenüber der Lambschen Lösung wird eine einfachere Herleitung für Ober- 
flächenwellen auf strömender Flüssigkeit gegeben. Pretsch (Bonn). | 

Birkhoff, G., M. Plesset and N. Simmons: Wall effeets in cavity flow. I. Quart. 
appl. Math. 8, 151—168 (1950). 

Es wird nachgewiesen, daß beim Studium von Hochgeschwindigkeitskavitations- 
blasen mit kleiner Kavitationszahl k der Freistrahl einem gewöhnlichen Wasserkanal 
mit festen Wänden vorzuziehen ist. Es gibt nämlich für jeden Kanal und für jedes 
Modell eine Sperrkonstante, unter die k nicht fallenkann ; zweitens muß an den Wider- 
standskoeffizienten im Wasserkanal eine große Wandkorrektur angebracht werden. 
Um unendlich lange Blasen in der Mitte von Kanälen, Freistrahlen und begrenzten 
Strahlen zu untersuchen, wird in Verallgemeinerung früherer Arbeiten von Rethy, 
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Cisotti, Valcovici und v. Mises eine Methode zur Bestimmung einer beliebigen 
Strömung mit freien Stromlinien angegeben, für welche der Hodograph ein Kreis- 
"sektor ist. Endlich große Hohlräume wurden in Teil II von Simmons (Proc. 


‚ VI. Internat. Congr. appl. Mech., London 1948, Band 2, S. 601) behandelt. 
| Pretsch (Bonn). 


 Elektrodynamik: 


-  Volkov, D. M.: Ein zweites Integral vom Typ eines Erhaltungssatzes für elektro- 
magnetische Felder. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 259—260 (1950) [Russisch]. 
Für von leitenden Flächen begrenzte elektromagnetische Felder wird ein Aus- 
druck angegeben, der in ähnlicher Weise wie das Energieintegral als unabhängige 
Konstante des Problems betrachtet werden kann. Er besteht aus der Summe eines 
_ Volumintegrals über einen in den partiellen Ableitungen der Feldstärken quadrati- 
schen Ausdruck und eines Öberflächenintegrals, in dem die Quadrate der Feldstärken 

selbst auftreten. Gora (Rhode Island). 
Gans, Ricardo: Das Lechersche System im absehirmenden Rohr. Univ.nac. 

' La #lata, Publ. Fac. Ci. fisicomat., Rev. 4, 223—250 (1949) [Spanisch]. 

. For precision measurements, Lecher systems are applied in a protecting tube. To obtain 
' the capacity of such a system, we start from the two wires at the potentials + 1 not taking 
into account the condition that-the potential'shall vanish at the enclosure. We then correct 
this error .by the electrical-images method. Thus, the potential function looses the property 
' that its values in the wires be + 1. We superpose another function that corrects this second 


| ‚error and reflectit by the enclosure so that there itshallvanish. This procedure can be repeated. 
(Autoreferat.) 


| "Mirimanov, R. G@.: Beugung einer elektromagnetischen Kugelwelle an einer 
' dünnen Kegelfläche von endlichen Ausmaßen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 
73, 693—696 (1950). [Russisch ] 
| Hier handelt es sich um die Auswertung des Integrals 
or) = | 3% B ds, 

| S 
zu erstrecken über eine kegelförmige Fläche (Kreiskegel). r’ ist hierbei der Abstand 
‚eines Flächenelementes des Kreiskegels von der Spitze des Kegels, während r der 
Abstand des auf der Achse des Kreiskegels gelegenen Lichtpunktes von der Spitze 
‚des Kegelmantels bedeutet. Verf. entwickelt die durch |r — r'| dividierte Exponen- 
-tialfunktion in eine unendliche Reihe, die von den Besselschen Funktionen der 
"Ordnungen n + 4, den Hankelschen Funktionen Hi’, (2k,r) und den Kugel- 
‘funktionen P,(cosy) abhängt. Er findet so nach mehreren Umformungen einen 
Ausdruck für g(r), der im wesentlichen nur von den Kugelfunktionen P% (cos ®) 
"abhängt, wobei noch 9 der Halbwinkel an der Spitze des Kegelmantels ist. Durch 
Einführung des Hertzschen Vektors //, der mit g(r) in dem Zusammenhang 
div /7=—o(r) steht, findet Verf. eine Lösung für | r? o(r) dr = II,. Hieraus 
leitet er die Ausdrücke für die Komponenten der elektrischen und magnetischen 
"Feldstärken ab. Picht (Babelsberg). 

Frey, Wolfgang und Fritz Lüdi: Zur Theorie der Travelling-Wave-Tube. Z. 
angew. Math. Phys., Basel 1, 237—247 (1950). Ya 

In der vorliegenden Arbeit wird die Helix durch ein aus Längsinduktivität, 
Querkapazität und Längskapazität pro Zentimeter definiertes Schema ersetzt und 
die Wechselwirkung mit dem Elektronenstrahl durch die Längskapazität und einen 
Koppelungsfaktor x als Influenzproblem dargestellt. Die verzögerte Ausbreitungs- 
‚geschwindigkeit der Welle folgt aus dem Ersatzschema. Der unbekannte Koppelungs- 
faktor x, der den Helixstrom mit dem Elektronenstrom verknüpft, geht so in die 
berechneten Formeln für Verstärkung und Rauschzahl ein. Seine Elimination ge- 
stattet daher die Rauschzahl durch die Verstärkung auszudrücken. Die Berech- 
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nung erfolgt nach dem Vorgang von Pierce, wobei sich Verff. auf das lineari- 
sierte Problem beschränken. Die Methode erlaubt einen Vergleich mit Klystron 
und Triode, welcher an einem numerischen Beispiel durchgeführt wird. Glaser. 


Oono, Yosiro: Synthesis of a finite 2n-terminal network by a group of net- 
works each of which contains only one ohmie resistance. J. Math. Phys., Massa- 
chusetts 29, 13—26 (1950). 

Es wird die Theorie einer 2n-Pol-Schaltung mit vorgeschriebener Impedanz- 
matrix entwickelt und gezeigt, daß jede 2n-Pol-Schaltung dargestellt werden kann 
durch eine reaktive An-Pol-Schaltung (ohne Verluste), die mit n Widerständen an 
n Paaren von Klemmen abgeschlossen ist. Die Arbeit ist eine Erweiterung der 
Theorie der elektrischen Wellenfilter. Für 4-Pol-Schaltungen ist die Aufgabe schon 
von C. M. Gewertz (Network synthesis, Baltimore 1933) gelöst worden. Es 
werden 6 Sätze über Matrizen von 2n-Pol-Schaltungen abgeleitet. Alle Bezeichnun- 


gen sind aus dem Buch von W. Cauer, „Theorie der linearen Wechselstromschal- 


tungen“ (Leipzig 1938) entnommen. In anderer Fassung wird das oben erwähnte 
Resultat in Theorem 5 angegeben als: Jede 2n-Pol-Schaltung kann dargestellt 
werden durch eine Schaltung aus nur reaktiven Elementen (Blindwiderständen) und 
noch n Widerständen. W.O. Schumann (München). 


Cohn, R.M.: The resistance of an eleetrical network. Proc. Amer. math. Soc. 
1, 316—324 (1950). 
R sei eine rationale Funktion der Variabeln r,,.. ., 7; 


dieser Variabeln linear-gebrochen ist. Verf. betrachtet: Eigenschaft A: Die partiellen 
Ableitungen OR/ör„ (m=1,...,n) (oder wenigstens n— 1 derselben, was sich 


als damit äquivalent erweist) sind die Quadrate rationaler Funktionen. EigenschaftB: | 


Sind &, - . -, &, gegebene Zahlen oder ©, so ändert sich lim - -: lim Kr... .,7,): 
- n>& In &n 

(das ist eine Zahl oder ©©) nicht, wenn man die n sukzessiven Grenzübergänge in 
einer beliebig permutierten Reihenfolge vornimmt. — Wie Verf. zeigt, sind die 
Eigenschaften A und B äquivalent. Ist R der Widerstand eines Zweipolnetzwerkes 
an den Ausgangsklemmen, r,,...,r, die (als Unbestimmte betrachteten) Wider- 
stände der einzelnen Zweige des Netzwerks, so ist leicht zu zeigen, daß die Eigen- 
schaft A und infolgedessen auch die tieferliegende Eigenschaft B vorliegt. Stöhr. 


Blachman, Nelson M.: The demodulation of a frequeney-modulated earrier and. 
random noise by a diseriminator. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 976—-983 (1949). 


Beim Empfang eines frequenzmodulierten Signals ist für das Verhältnis von Signalenergie 
zur Energie des Zufallsgeräusches am Empfängerausgang maßgebend 1. der Frequenzhub D, 
2. die Frequenzbreite des Durchlaßgebiets des Zwischenfrequenzverstärkers 2F und 3. die 
Bandbreite des niederfrequenten Tiefpaßfilters f,, wobei höchstens Dax F/V3 sein darf, 
wenn keine Verzerrungen durch den Zwischenfrequenzverstärker entstehen sollen. —D. Middle- 
ton [J. appl. Phys., Lancaster Pa.20, 334—351 (1949) und dies. Zbl. 33, 83] hat für einen „idealen“ 
Diseriminator gezeigt, daß eine frequenzmodulierte Trägerwelle für geringere Größe der Träger- 
welle verständlich bleibt, wenn mit schmalem Zwischenfrequenzband gearbeitet wird und der 
Amplitudenbegrenzer weggelassen wird, als wenn mit einem solchen Begrenzer und breitem 
Zwischenfrequenzband, oder auch nur mit breitem Zwischenfrequenzband F gearbeitet wird. 


— Die vorliegende Arbeit behandelt den wirklichen Demodulationsprozeß mit Hilfe der abge- 


stimmten Kreise ohne einen Begrenzer und stützt sich auf die Arbeit von $8.O.Rice [Bell 
Syst. Techn. J. 24, 46 (1945)] über die Wirkung eines nicht linearen Kreises auf die Zusammen- 
wirkung eines statistisch verteilten Rauschspektrums mit einer zugeführten Trägerwelle. Es 
wird zunächst der Fall quadratischer Gleichrichtung behandelt, und dann der Fall allgemeiner 
Gleichrichtung, der dann auf lineare Gleichrichtung spezialisiert wird. Es wird die Correlations- 
funktion des Ausgangs der beiden einander entgegengeschalteten Gleichrichter, die von den 
beiden Discriminatorkreisen gespeist werden, berechnet und daraus nach dem Wiener [Acta 
math. 55, 118 (1930)] -Khintchine [Math. Ann. 109, 608 (1934); dies. Zbl. 8, 368] -Theorem 
die spektrale Leistungsverteilung. — Die Integration über den in Frage kommenden Frequenz- 
bereich, der durch das Filter der geringeren Frequenzbreite bestimmt ist, ergibt die gesamte 
Ausgangsleistung in Form einer Summe, bestehend aus dem Nutzsignal, den Rauschstörungen 
untersich und dem Zusammenwirken von Störung und Signal. Das ursprüngliche Geräuschspek- 
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die in jeder einzelnen 
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'trum vor dem Durchgang durch das Zwischenfrequenzfilter wird wie üblich als rechteckig ange- 

nommen und das Verhältnis von Signal zu Geräusch sowohl für schmale als auch für breite 
Frequenzbänder des Zwischenfrequenzverstärkers durchgerechnet (2F< bzw. > f,). — In 
‚einer Tabelle werden schließlich die Resultate dieser Arbeit für große und für kleine Träger- 
leistung und schmale und breite Zwischenfrequenzbänder (f, >F und f,<F) angegeben, und 
‚die Resultate für den idealisierten Diseriminator ohne Begrenzer [N. M. Bachmann, J. appl. 
Phys., Lancaster Pa. 20, 38 (1949)], sowie für 100% amplitudenmodulierte Träger mit 
rechteckigem Zwischenfrequenzfilter für quadratische und für lineare Gleichrichtung [R. E. 
Burgess, Rad. Res. Board, © 93, England 1944. J.R. Ragazzini, Proc. I.R.E. 30. 277. 1942. 
D. Middleton, dies. Zbl. 33, 82 und Proc. I. R. E. 36, 1467 (1948)]. Die gleichartigen Fälle 
geben sehr ähnliche Formen und führen alle zur Forderung eines schmalen Zwischenfrequenz- 
bandes ohne Begrenzer. W.O. Schumann (München); 
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Optik: 


Weinstein, W.: The eomputation of wave-firont aberrations of oblique peneils 
in a symmetrical optical system. Proc. phys. Soc. London, Sect. B 63, 709—723 
(1950). 
| In einer vorhergehenden Arbeit (dies. Zbl. 36, 418) hat Verf. Gleichungen für 
"die “Äberrationskoeffizienten von Strahlenbündeln angegeben, deren Hauptstrahl 
eine endliche Neigung gegen die Achse des optischen Systems hatte. Hierbei waren 
‚die Aberrationskoeffizienten A von der Öffnung des optischen Systems in 4. bzw. 
3. Potenz abhängig. In vorliegender Arbeit werden weitere Gleichungen für die 
‚sekundäre achsiale sphärische Aberration hinzugefügt, die eine Näherung der sphä- 
rischen Aberrationskoeffizienten 6. Ordnung für schiefe Strahlenbündel darstellen. 
' Die Gesamtheit der erhaltenen Resultate, nämlich die sagittalen und meridionalen 
Brennpunktabstände, die ‚schiefen‘‘ Aberrationskoeffizienten 3. und 4. Ordnung 
und die ‚„achsialen‘“ Aberrationskoeffizienten 6. Ordnung geben eine sehr gute 
‚Näherung für die Aberration schiefer Bündel. An Hand dieser Formeln werden die 
Aberrationskoeffizienten einer Anzahl optischer Anordnungen berechnet und 
graphisch dargestellt und die so gefundenen Wellenflächen-Aberrationen mit den 
entsprechenden Aberrationen verglichen, die sich durch trigonometrische Strahlen- 
durchrechnung für das System ergeben. Ein Vergleich der graphischen Darstellung 
dieser theoretisch bzw. trigonometrisch erhaltenen Aberrationsbeträge zeigt, daß 
eine verhältnismäßig weitgehende Übereinstimmung noch in verhältnismäßig 
großem Achsenabstand vorhanden ist. Verf. kommt zu dem Schluß, daß die von 
ihm angegebenen Formeln Eigenschaften des optischen Systems erkennen lassen, 
die sich auf anderem Wege nur durch eine sehr große Anzahl von Strahlendurch- 
rechnungen finden lassen, die mindestens 4-mal so viel Zeit in Anspruch nehmen 
würden als die Berechnung der Aberrationskoeffizienten nach den abgeleiteten 
Formeln. Picht (Potsdam-Babelsberg). 


Wayman, P. A.: The monocentrie Schmidt-Cassegrain eameras. Proc. phys. 
Soc. London, Sect. B 63, 553—561 (1950). 

Für ein Cassegrain-Reflektor-System, das aus zwei konzentrischen Kugel- 
spiegeln besteht, wird eine Schmidtsche Korrektionsplatte berechnet. Verf. geht 
hierbei so vor, daß die Schmidtsche Korrektionsplatte für einen mittleren Abstand 
von der Achse innerhalb eines kleinen Bereiches einer planparallelen Platte ent- 
spricht. Die Schmidtsche Korrektionsplatte trifft die Achse im gemeinsamen 
Krümmungsmittelpunkt der beiden Spiegel. Verf. errechnet den Brennpunkt der 
IZone des Spiegelsystems, die der neutralen Zone der Korrektionsplatte entspricht. 
Diesen Brennpunkt bildet er nunmehr rückwärts durch das Spiegelsystem (ohne 
Korrektionsplatte) ab, wobei das zugehörige Bild in Abhängigkeit von der jeweils 
sewählten Zone im allgemeinen nicht mehr im Unendlichen liegt. Er bestimmt nun 
Jie Korrektionsplatte an den von den einzelnen Zonenstrahlen getroffenen Stellen 
Iso, daß sie nach dem Durchgang durch die Platte parallel verlaufen. Die hierfür 
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erforderlichen Formeln werden abgeleitet. Anschließend werden Ausdrücke für die} 
monochromatischen und chromatischen Aberrationen des allgemeinen monozentri- 
schen Systems abgeleitet. Für ein typisches System wird die Bildqualität, die mit 


der monozentrischen Schmidt-Cassegrain-Kamera f/3,5 in der Mitte und am Rand! 
eines Bildfeldes von 5° erzielt wurde, durch Zeichnungen veranschaulicht, die die? 
Isophoten in der Umgebung der betreffenden Bildpunkte erkennen lassen. Diese! 


Isophoten sind in verschiedenen Bildern für verschiedene Farben (F-, g- und h-Licht) 
dargestellt, um so auch einen Eindruck von der chromatischen Korrektion zu geben. 
Picht (Babelsberg). 


Hopkins, H. H. and P. M. Barham: The influence of the eondenser on miero-| 
seopie resolution. Proc. phys. Soc. London, Sect. B 63, 737—744 (1950). = 

Die Objektebene besteht aus einem undurchsichtigen Schirm mit zwei gleichen, | 
ultramikroskopisch kleinen Öffnungen, die den Abstand o, voneinander haben. Die) 
Intensitätsverteilung in der Gaußschen Bildebene wird ausgerechnet für 2 Fälle: 
1. kritische Beleuchung (Abbildung der Lichtquelle auf das Objekt), 2. Köhlersche!) 
Beleuchtung (Abbildung der Lichtquelle in die Eintrittspupille des Objektivs),| 
beidemal bei einer numerischen Apertur des Kondensors, die s-mal größer ist als! 
die numerische Apertur (N. A.) des Objektivs. In beiden Fällen kommt bei der 
Rechnung die gleiche Intensitätsverteilung heraus. Das Auflösungsvermögen (der 
Abstand o,, bei dem die Bild-Intensität in der Mitte auf einen normierten Prozent-' 
satz der Maximalintensität abgesunken ist) ist gleich X - A/(N. A.) gesetzt, und K! 
ist als Funktion von s graphisch dargestellt im Intervall 0 <s <2. Bei s= 1l 
hat K den bekannten Wert 0,61; bei s x 1,4 hat K(s) ein Minimum, Kin = 0,7. 

Marx (Gießen). 


Franz, Walter: Zur Theorie der Beugung am Schirm. Z. Phys., Berlin 128; 
432—441 (1950). 


Im Anschluß an eine eigene frühere Arbeit (dies. Zbl. 31, 333) sowie im Anschluß an eine! 
Arbeit von W. Braunbek (dies. Zbl. 36, 419) beschäftigt sichVerf. erneut mit der Theorie der 
Beugung am Schirm. Er diskutiert zunächst die Verhältnisse, wie sie durch Anwendung der 
Kirchhoffschen Formel auf die Beugung am Schirm bei Annahme der Werte von u, und 
Ou,/On entsprechend den bei ungehinderter Ausbreitung vorhandenen vorliegen. DBe-| 
zeichnet man die aus der Kirchhoffschen Formel sich ergebende Lösung durch «,, wobei das | 
Integral der Kirchhoffschen Lösung bekanntlich über die Öffnung zu erstrecken ist, so ist 
die Funktion «x, so bestimmt, daß sie beim Durchgang durch die Öffnungsfläche an deren | 
Berandung unstetig um den Betrag «, zunimmt. Sie ist an der Kante nicht stetig, vielmehr ist 
ihr Wert von der Richtung abhängig, aus welcher man sich der Kante nähert. Man muß bei einem 
vollen Umlauf um die Kante die sprunghafte Änderung in der Öffnung durch eine stetige Än- 
derung des Funktionswertes mit dem Winkel rückgängig machen, wodurch der Gradient von &, 
bei Näherung an die Kante unendlich groß wird, nämlich umgekehrt proportional zu dem Ab- | 
stand @ von der Kante. In ähnlicher Weise diskutiert Verf. auch den Fall, daß die Beugung 
nicht an einem ‚‚schwarzen“, sondern an einem idealreflektierenden ebenen Schirm stattfindet. 
In diesem Fall ist auch die von der reflektierten Welle erzeugte Beugungswelle hinzuzunehmen. 
Die Kirchhoffsche Formel läßt sich als 1. Schritt eines sukzessiven Näherungsverfahrens auf-| 
fassen, wenigstens dann, wenn das von Braunbek angegebene Verfahren benutzt wird, das sich | 
auf eine Berücksichtigung der Sommerfeldschen Lösung der Beugung an einer geraden Kante| 
aufbaut, in dem die krummlinige Begrenzung des Schirmes bzw. der Öffnung durch die (diffe- 
rentiellen) Tangentenelemente ersetzt wird. Verf. betrachtet die Beugung als Sprungwertauf- 
gabe, deren Lösung die bekannte Kirchhoffsche Formel ist. Dabei bestimmen sich die gebeugten 
Wellen stets daraus, daß sie längs gegebener Flächen vorgegebene Unstetigkeiten der Funk- 
tionen und ihrer Normalableitung aufweisen müssen. Die Regularisierung der Kirchhoffschen] 
Näherung geschieht nach Braunbek so, daß man den Integranden in einem schmalen Streifen 


1: i öetkr/r 3 
= | in dj für 
die Randbedingung du/ön = 0 unverändert, fügt ihm jedoch ein Sl über einen 
sch malen Streifen des Schirmes hinzu, in welchem man den Funktionswert stetig gegen 0 gehen 
läßt. Die Größe «, verletzt dabei nach wie vor die Randbedingung auf dem Schirm was durch 
eine zweite Näherung in Ordnung gebracht werden muß. Dies geschieht wieder auf Kosten der 
Stetigkeit in der Öffnung, die dann in der dritten Näherung hergestellt werden muß usf. — 


jenseits der Kante abnehmen läßt. Man benutzt das Integral u, — 
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- Entsprechende Überlegungen wendet Verf. auf die Beugung an gekrümmten Schirmen an. In 
‚ einem Anhang werden diese verhältnismäßig allgemein gehaltenen Überlegungen auf die Beugung 
‚ an einer unbegrenzten, vollbeleuchteten und vollsichtbaren, idealreflektierenden Kugelfläche 
"im Limes kurzer Wellenlänge mathematisch ausführlich angewandt. Picht (Babelsberg). 


| Copson, E. T.: Diffraetion by a plane sereen. Proc. R. Soc., London, Ser. A 202, 
277284 (1950). 
Ein Einwand von Bouwkamp [Math. Rev. 8, 179 (1947)] gegen die vom Verf. 
[Proe. R. Soc., London, Ser. A 186, 100—118 (1946)] angegebene Integralglei- 
chungsmethode für die Berechnung der Beugung einer elektromagnetischen Welle 
an einem ebenen vollkommen leitenden Schirm wird durch eine veränderte Herlei- 
tung der Integralgleichungen widerlegt. In die Lösung der Integralgleichungen geht 
eine willkürliche Funktion ein, welche dazu benützt werden muß, um unzulässige 
Singularitäten an der Schirmkante auszuschließen. Daß es stets möglich ist, dies 
durch geeignete Wahl der willkürlichen Funktion zu erreichen, vermag Verf. nicht 
zu beweisen, doch wird zur Illustration das Beispiel der Beugung einer aus beliebiger 
Richtung einfallenden ebenen elektromagnetischen Welle an einer vollkommen lei- 
‘ tenden Halbebene durchgerechnet. W. Franz (Münster). 


„Mirimanov, R. G.: Die Beugung einer elektromagnetischen Welle um eine kreis- 
- Törmige Scheibe. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 617—620 (1948) [Russisch ]. 
Verf. berechnet die Beugung einer skalaren Welle an einer kreisförmigen 
' Scheibe (Quelle dabei auf der Achse der Scheibe gelegen) nach der Kirchhoffschen 
Formel, welche zuerst in bekannter Weise in ein Linienintegral über den Rand der 
| Scheibe umgewandelt wird. Anschließend wird angegeben, in welcher Weise das 
elektromagnetische Problem auf skalare Funktionen zurückgeführt werden kann, 
wenn die Quelle ein Hertzscher Dipol parallel oder senkrecht zur Achse ist. Zum 
Schluß wird das Verhalten der gebeugten Welle qualitativ beschrieben. Franz. 


Wolter, Hans: Die Minimumstrahlkennzeiehnung als Mittel zur Genauigkeits- 
steigerung optischer Messungen und als methodisches Hilfsmittel zum Ersatz des 
Strahlbegriffs. Ann. Phys., Leipzig, VI. F. 7, 341—368 (1950). 

Verf. hat in einer Reihe von Arbeiten besonders eingehend auf die bekannte 
Tatsache hingewiesen, daß sich die Stellen der Intensitätsminima bei Interferenz- 
versuchen im allgemeinen genauer lokalisieren lassen als die Stellen der Intensitäts- 
maxima. Er wies darauf hin, daß man durch die Benutzung der Intensitätsminima 
‚eine Steigerung der Genauigkeit bei optischen Messungen erzielen kann. In vor- 
liegender Arbeit untersucht er vom theoretischen Standpunkt aus diese Genauig- 
keitssteigerung unter den verschiedensten Voraussetzungen. Sowohl durch graphi- 
sche Darstellungen als auch durch Wiedergabe photographischer Aufnahmen werden 
die aus der Theorie folgenden Vorteile der Minimumstrahlkennzeichnung sehr an- 
schaulich gemacht. Insbesondere geht Verf. auch auf den Einfluß des Störlichtes 
‘und der Belichtungszeit auf die Grenzen der Meßgenauigkeit ein. Desgleichen 
diskutiert er die Kohärenztoleranzen. Die Diskussion einiger praktischer Beispiele 
‚für die Anwendbarkeit der Minimumstrahlkennzeichnung zeigt deren Vorteile gegen- 
über der Benutzung der Intensitätsmaxima. Picht (Babelsberg). 


Artmann, Kurt: Beugung an einer einbackigen Blende endlieher Dieke und der 
‚Zusammenhang mit der Theorie der Seitenversetzung des totalreflektierten Strahles. 
| Ann. Phys., Leipzig, VI. F. 7, 209—212 (1950). 


In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 36, 421) hat Verf. eine Erweiterung der bekannten 
‚Sommerfeldschen Lösung der Maxwellschen Gleichungen, die sich auf die Beugung an einer 
unendlich dünnen Halbebene bezogen, vorgenommen. Er betrachtete in der angegebenen Arbeit 
eine metallische Halbebene endlicher Dicke, die an der beugenden Kante durch einen halben 
Kreiszylinder begrenzt war. Wird diese Halbebene von einer ebenen Welle beleuchtet, so ergibt 
\sich je nach der Polarisationsrichtung der einfallenden ebenen Wellen eine positive oder negative 
Seitenverlagerung der Schattengrenze. Verf. diskutiert nun in vorliegender Arbeit den Einfluß 
dieser Seitenversetzung auf den bekannten Versuch von Goos und Hänchen über die Seiten- 
versetzung des Lichtes bei der Totalreflexion. Er zeigt, daß beide Seitenversetzungen, die durch 


. 
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die das Bündel begrenzende Blende und die durch die Totalreflexion, von gleicher Größenordnung 
sind, sofern der Einfallswinkel in unmittelbarer Nähe des Grenzwinkels der Totalreflexion liegt } 
Ist dies nicht der Fall, weicht z. B. der Einfallswinkel um etwa 10° vom Grenzwinkel der Total- 
reflexion ab, so ist die Seitenversetzung durch den Schirmrand 10- bis 20mal größer als die von 
der Totalreflexion herrührende. Im Experiment von Goos und Hänchen ist aber die durch 
den Schirm bedingte Seitenversetzung von untergeordneter Bedeutung, da der Lichtstrahl] 
7Omalund öfter totalreflektiert wurde, während er nur 1mal die durch die Blende bedingte Seiten- 
versetzung erfuhr. — Es folgen noch einige Bemerkungen zu einer Arbeit von Ö.v. Fragstein, 
die sich gleichfalls mit der Theorie der Seitenversetzung des totalreflektierten Strahles beschäftigt. 
Picht (Potsdam-Babelsberg). 
Abeles, Florin: La theorie generale des couches minces. (Colloque sur les 
propriet6s optiques des lames minces, Marseille 1949.) J. Phys. Radium 11, 307—309| 
1950). 
\ a weist darauf hin, daß sich bei der Behandlung der lichtoptischen Vorgänge beim Durch- | 
gang des Lichtes durch hintereinander angeordnete Schichten der neuerdings in der optischen } 
Literatur eingeführte Begriff ‚‚. Impedanz‘, der aus der Elektrodynamik elektrischer Schwingungs- | 
vorgänge bekannt ist, bewährt hat. Bei einer einzigen, zwei homogene isotrope durchsichtige j 
Medien trennenden Fläche ergibt sich hiermit der Fresnelsche Reflexionskoeffizient r zu 
(Ar ZZ, + Z,), worin die Impedanzen Z, für eine in der Einfallsebene polarisierte Welle ! 
(# ı) den Wert Z, = 1/(n, cos 9,), für eine senkrecht zur Einfallsebene polarisierte Welle (E,,) | 


den Wert Z, = —n haben, wobei r, und 9, den Brechungsindex bzw. den Einfallswinkel | 


(Brechungswinkel) jedes Mediums bedeuten. Verf. bespricht kurz unter Verweis auf eigene Ar- 
beiten sowie Arbeiten anderer Autoren die Anwendung des Impedanzbegriffes auf verschiedene 
Fälle dünner Schichten sowohl homogener als auch inhomogener, aber isotroper Medien, wozu 
also auch die geschichteten Medien als Grenzfall unendlich kleiner Dicke der dünnen Schichten 
gehören. Man kann beispielsweise eine dünne Schicht durch eine Matrix 
cosß iZsinß 
u} e Z!sin ß cos N) 
charakterisieren, in der ß=2r4"!Veu-d-cosp mit d= Dicke der Schicht bedeutet und ! 
(M)|=1 ist. Bei mehreren dünnen Schichten hat man die Matrizen in der Reihenfolge der 
Schichten zu multiplizieren. Man erhält so für die Gesamtheit der Schichten wieder eine Ein- 
heitsmatrix. Bei inhomogenen Medien, deren optische Eigenschaften als schwach veränderliche 
Funktionen einer Variablen 0<z< d angesprochen werden können, nimmt die Matrix die 


Form 
Vo ß i Vz,2; sin ß 
r 
ER (% 
— —— sin —1 cos 
2,2; 2 j 2; j 
\ dd 
mit ß = 7 fi Veu cos pdz an, wo Z, und Z, die beiden Extremwerte der Impedanzen des in- 
‘6 | 
homogenen Mediums der Dicke d sind. Picht (Babelsberg). 


Abeles, F.: La determination de Pindiee et de l’&paisseur des eouches minees | 
transparentes. (Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, Marseille 
1949). J. Phys. Radium 11, 310—314 (1950). 

In dieser Arbeit berichtet Verf. über die verschiedenen Methoden zur Bestim- 
mung des Brechungsindex und der Dicke dünner durchsichtiger Schichten. Hier 
behandelt er zunächst die spektrophotometrischen Methoden, die mit senkrechtem, 
sodann diejenigen, die mit schiefem Einfall der ebenen Welle arbeiten. In beiden 
Fällen wird das Maximum oder Minimum des Reflexionsvorganges experimentell 
bestimmt, sofern ein solches vorhanden ist. Angenommen wird, daß die Brechunes- 
indizes der Schicht nur wenig mit der Wellenlänge variieren. Die Methoden werde 
— auch vom mathematischen Standpunkt an Hand der Formeln — eingehend disku- 
tiert. Anschließend werden die photometrischen Methoden gegenüber empfindlicheren 
polarimetrischen Methoden näher beschrieben und im Anschluß an die hierfür gel- 
tenden Formeln diskutiert. Hierbei wird im allgemeinen der Haupteinfallswinkel 
benutzt, für den aus der linearpolarisiert einfallenden Welle eine elliptisch polarisierte 
wird, für die also der Phasenunterschied zwischen Or und 6, = 90° ist. Picht. 

a: 


5 
‚ of the different theories from the generalized theory of Raman and Nath.) Proc. 
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Aggarwal, Ram Ratan: Diffraction of light by ultrasonie waves. (Deduction: 


ER 


Indian Acad. Sci. A 31, 417—426 (1950). 
Im Anschluß an die bereits früher durchgeführten Behandlungen der Beugung 


' des Lichtes durch ‚Ultraschallwellen (z.B. von Brillouin, Rytov, E. David, 
' und insbesondere von Raman und Nath) behandelt Verf. in vorliegender Arbeit 


a A er le 
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erneut diese Frage. Er geht aus von der Differentialgleichung, die von Nath für 
die Amplitude der Beugungslinie n-ter Ordnung angegeben worden war. Dabei wird die 
Annahme gemacht, daß das zentrale Strahlenbündel den Ultraschallbereich ohne 
Verlust oder Gewinn an Intensität durchsetzt und daß das Beugungsbild keine 
Linien höherer als erster Ordnung enthält. Für diesen Fall wird die Intensität der 
Linie erster Ordnung berechnet. — Für einen 2. Fall, bei dem es sich um die Bestim- 
mung der Intensität der Linien zweiter Ordnung handelt, setzt Verf. voraus, daß 
die Intensität des zentralen Bündels keine Änderung infolge der Beugung erleidet, 
daß ferner keine Beugungslinien höherer als zweiter Ordnung im Beugungsbild auf- 
treten und daß der für den 1. Fall berechnete Wert für die komplexe Amplitude 


‚ der Beugungslinien erster Ordnung (bei Abwesenheit der Linien zweiter Ordnung) 
bentitzt werden kann. — Endlich wird noch der 3. Fall behandelt, die Bestimmung 
der Intensität der Linien erster und zweiter Ordnung, u.zw. unter der Voraus- 


setzung, daß nur diese Linien im Beugungsbild auftreten und daß die Intensität 


‚ des zentralen Bündels den Wert 1 hat. — Verf. schließt aus seinen Berechnungen, 


daß die theoretischen Behandlungen der Frage durch Brillouin, durch Rytov 

sowie durch E. David nur Spezialfälle der allgemeinen Theorie von Raman und 

Nath sind. Picht (Babelsberg). 
Linfoot, E. H.: On phase-contrast testing with a slit source. Proc. phys. Soc. 


London, Sect. B 63, 527—539 (1950). 


Bei dem üblichen Phasenkontrastverfahren wird im allgemeinen eine kreisför- 
mige Phasenplatte benutzt, die das durchgehende Licht — das ja in der Ebene der 
Phasenplatte seine Konzentrationsstelle besitzt — nur in dem Bereich innerhalb 
des ersten dunklen Beugungsringes in seiner Phase beeinflussen soll. Die Phasen- 
platte bzw. ihr wirksamer Teil hat daher nur einen Durchmesser, der innerhalb des 
Durchmessers des Airyschen Beugungsscheibchens liegt. In der Praxis bedeutet dies 
in manchen Fällen für die Helligkeit des Bildes einen Nachteil, da auch gleichzeitig 


' die das Objekt beleuchtende Lichtquelle sehr klein sein muß, damit das Bild der 


Lichtquelle etwa der Größe des Airyschen Beugungsscheibchens entspricht. Diese 
geringe Helligkeit kann vermieden werden, indem man eine spaltförmige Lichtquelle 
benutzt und entsprechend als Phasenplatte eine streifenförmige phasenändernde 
Platte wählt. Die Benutzung einer linearen Lichtquelle und einer streifenförmigen 
Phasenplatte bedingt indessen gewisse Unterschiede im beobachteten Bild. Verf. 
weist z. B. darauf hin, daß die Helligkeitsverteilung, die man auf der Oberfläche 


eines einwandfreien Spiegels sieht, den man mittels der Phasenkontrastmethode 
prüft, nicht mehr radialsymmetrisch sein wird, wie dies bei einer kreisförmigen 
_ Phasenblende und näherungsweise punktförmigen Lichtquelle der Fall ist. — Verf. 


"untersucht nun die Eigenschaften eines solchen Phasenstreifens in Anwendung auf 


die Prüfung eines optischen Systems, u. zw. für den mathematisch einfachsten Fall, 
‘daß die Lichtquelle ein Spalt vernachlässigbarer Breite ist, durch den monochroma- 


tisches Licht hindurch geht. Es zeigt sich, daß bei unter diesen Voraussetzungen 
durchgeführten Prüfungen einer optischen Fläche noch eine Genauigkeit von etwa 


4 Streifenbreite erzielt wird. Die mathematischen Ergebnisse werden an einigen 
'zahlenmäßigen Beispielen rechnerisch und graphisch dargestellt. Picht. 


Glaser, Walter: Berechnung der optischen Konstanten starker magnetischer 
Elektronenlinsen. Ann. Phys., Leipzig, VI.F. 7, 213—227 (1950). 
Da wegen der angestrebten hohen Vergrößerungen im Übermikroskop das zu 


< 
Zentralblatt für Mathematik. 38. | 9) 


beobachtende Objekt sehr nahe an das Objektiv herangebracht werden muß und sich 
- daher bei den starken magnetischen Elektronenlinsen bereits in Gebieten sehr starker 
magnetischer Feldstärke befindet, können die als Näherungen abgeleiteten Formeln. 
für Brennweite usw. nicht mehr als ausreichend angesehen werden. Die Differential- 
gleichung der achsennahen Bahn wird vom Verf. durch Einführung dimensionsloser. 
Parameter auf die Formel d?r/d«? + k2ß(x)r = 0 gebracht. Darin bestimmt ka 
die ‚„Linsenstärke“, während ß das Quadrat des Verhältnisses des Magnetfeldes 
B,(z) zum Maximalwert B, des Magnetfeldes angibt und x = z/a gesetzt wurde, 
wo a eine charakteristische Länge des Magnetfeldes ist. Diese Differentialgleichung 
wird zunächst in üblicher Weise durch Reihenentwicklung nach geraden Potenzen 
von k gelöst, wie dies u.a. von Ments und Le Poole durchgeführt wurde. Verf. 
weist aber darauf hin, daß diese Art der Lösung für die Praxis unvorteilhaft ist, 
er führt daher einen anderen Lösungsweg durch, um die Brennweite des Systems 


zu berechnen. Er bestimmt nicht nur die Brennweite, sondern auch die Lage, die | 


Projektivvergrößerung, die Farbenabweichung und den Öffnungsfehler der starken 
Magnetlinsen als Funktion der Linsenstärke bzw.der Spulenerregung, der Be- 
schleunigung und der Polschuhparameter. Picht (Babelsberg). 

Broglie, Louis de: Sur la formation des images en optique corpuseulaire. Rev. 
Optique th&or. instrum., Paris 26, 397—410 (1947). 


Atomphysik. 


Quantentheorie: 


Kallmann, H. und M. Päsler: Berechnung der Matrixelemente des H-Atoms 
mittels der Laplace-Transformation. (Weitere Mitteilung zu: „Eine neue Darstel- 
lungsmethode wellenmechanischer Probleme“.) Z. Phys., Berlin 128, 347—365 


(1950). 

Keberle, Edouard: Etablissement du prineipe d’exelusion. Arch. Sci., Geneve 3, 
271—287 (1950). 

Das Ausschließungsprinzip für Materieteilchen glaubt Verf.so beweisen zu 
können: Eine wählbare Anzahl von Teilchen in gleichem Zustand bedeutete die 
Möglichkeit einer realen Materiewelle wählbarer Amplitude; das Wellenfeld wäre 
also meßbar, was beim ‚irrealen‘“ Wellenfeld der Materie (im Gegensatz zum 
„realen“ Felde des Lichts) nicht anginge. F. Hund (Jena). 

Broglie, L. de: Sur la fröquence et la vitesse de phase des ondes planes mono- 
chromatiques en m6eanique ondulatoire. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 361—363 (1947). 

Säenz, A. W.: On time-independent integrals of motion of the one-body problem 
in Dirae theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 1004-1005 (1950). 

Corson, E. M.: Note on the Dirae character operators. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 73, 57—60 (1948). 

oe Becker, R. und G. Ludwig: Einführung in die Quantenelektrodynamik. 
(Göttinger Seminar, ausgearbeitet von G. Süßmann.) Berlin: Institut für theore- 
tische Physik der Freien Universität 1950. 1188. (hektogr.), DM 4,—. 

Diese als Ausarbeitung eines Göttinger Seminars entstandene Einführung in die Quan- 
tenelektrodynamik soll den Weg von der allgemeinen Idee der quantentheoretischen Be- 
schreibung eines Feldes zu ihrer praktischen Anwendung auf die Probleme der Wechsel- 
wirkung von Strahlung und Materie weisen. Ein erstes Kapitel liefert eine Einführung 
in die kanonische Behandlung der Feldtheorien, welche den Übergang von klassischer zu Quanten- 
theorie nach allgemeinen Prinzipien mühelos vollziehen läßt. Das zweite Kapitel wendet diese 
allgemeine Theorie auf den Spezialfall eines elektromagnetischen Feldes bei fest gegebenen 
äußeren Quellen an (Lichtquantentheorie). Das dritte Kapitel behandelt das Gegenstück dazu 
die Quantisierung des Elektronenwellenfeldes bei festen äußeren Potentialen. Es oecht in origi- 
nellem Aufbau aus von der Schrödingerschen (unrelativistischen und spinlosen) über die Paulische 
(ebenfalls unrelativistische, doch den Spin berücksichtigende) Beschreibung zur Diracschen 
Theorie des Elektrons, welche den Spin lorentzinvariant berücksichtigt und bei geeigneter 
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; : 
- Quantisierung (unter Berücksichtigung des Ausschlußprinzips) als ‚‚Löchertheorie‘“‘ zudem die 
Existenz des Positrons enthält. In einem letzten Kapitel wird schließlich die Wechselwirkung 
_ von quantisiertem Elektron-Positron- und Strahlungsfeld behandelt und die Theorie auf verschie- 
dene Probleme angewandt: Die Breitsche Approximation der retardierten Wechselwirkung 
' zwischen Elektronen, Emission und Absorption von Licht durch materielle Systeme und schließ- 
' lich, als Ausblick auf neuere Entwicklungen, die Theorie des „Lamb-Shift“, d.h. der Verschiebung 
' der Energieniveaus des Wasserstoffatoms infolge der Wechselwirkung des Elektrons mit den 

Nullpunktsschwankungen des Strahlungsfeldes; desjenigen Effekts also, dessen experimenteller 

Nachweis durch Lamb und Retherford 1947 den hauptsächlichen Anstoß zur neuesten Ent- 

wicklung der Quantenelektrödynamik gegeben hat. — Das Heft ist ausdrücklich als Einführung 

gedacht und beschränkt sich infolgedessen auf eine Formulierung der Theorie, welche der leich- 

teren Verständlichkeit halber auf die in der eben erwähnten neueren Entwicklung so wesentliche 

explizite Wahrung der Lorentzinvarianz verzichtet. Es führt jedoch genügend weit, damit ein 

Studium der diesbezüglichen Originalarbeiten keine Schwierigkeit mehr bietet. Schafroth. 

Tomonaga, 8.: On a relativistieally invariant formulation of the quantum 
' theory of wave fields. Progress theoret. Phys., Osaka 1, 27—-42 (1946). 
Für die Quantentheorie der Wellenfelder wird ein Formalismus entwickelt, der 
' die relativistische Invarianz überall zum Ausdruck bringt. Dies wird durch eine 
 Verallgemeinerung des Diracschen Viel-Zeiten (many-time)-Formalismus zu einem 
a, (super-many-time)-Formalismus erreicht. Wie Dirac jedem 
Teilchen, so ordnet nun Verf. jedem Raumpunkt eine Eigenzeit zu. Außerdem 
wird die Wellengleichung mit Hilfe einer kanonischen Transformation auf eine Form 
gebracht, in der nurmehr die Hamiltondichte der Wechselwirkungsenergie zwischen 
den betrachteten Feldern, H,,(P), auftritt: 
hö 
af) + FI = 0. 
i ö0p 
Die verallgemeinerte Wellenfunktion Y[C] ist hierbei ein Funktional der Hyper- 
fläche © in der vierdimensionalen Raum-Zeit-Welt. ö/öCp stellt eine funktionelle 
partielle Ableitung im Punkt / dar, die durch 
EA 
ö0r e>C AV 

definiert ist. Es wird dann gezeigt, daß sich das Funktional Y[C] auch als ‚‚verall- 
gemeinerte Wahrscheinlichkeitsamplitude“ deuten läßt. Die eigentlichen Grund- 
lagen der Quantentheorie der Felder werden dabei nicht abgeändert, so daß die 
üblichen Divergenzschwierigkeiten weiter auftreten. Gora (Providence). 

Koba, Ziro, Takao Tati and Sin-itiro Tomonaga: On a relativistieally invariant 
formulation of the quantum theory of wave fields. II, III. Case of interacting eleetro- 
magnetic and eleetron fields. Progress theoret. Phys., Osaka 2, 101—116, 198—208 
(1947). 

Der in Teil I. (vorsteh. Referat) entwickelte allgemeine Formalismus wird für 
Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem und Elektronenfeld ausgearbeitet. 
Die Hamiltorfunktion wird dabei aus der früheren Quanten-Elektrodynamik über- 
nommen, aber die Vertauschungsrelationen werden relativistiseh verallgemeinert. 
Die bekannte Bedingung Div A(x) Y = 0 (vierdimensionale Divergenz des elektro- 
magnetischen Potentials) erweist sich als unvereinbar mit der Wellengleichung. 

"Diskussion dieser Schwierigkeit führt zur Formulierung einer neuen Bedingung für 
physikalisch sinnvolle Zustände: 


z,[C] PIC] = 0, mit Z,[0] = Div A(a) + e SP), N(P)) Di(P — X)dFy. 


J(P) ist der Strom-Ladung-Vierervektor, N ist ein auf der Hyperfläche normaler 

Einheitsvektor, und D; ist die vierdimensionale Deltafunktion in der Vertauschungs- 

regel für das elektromagnetische Feld. dF, ist ein Element der Hyperfläche. Da 

nur die ’s, die dieser Bedingung genügen, phy:ikalisch sinnvolle Zustände darstellen, 

können auch nur lineare Operatoren, die mit 2,[C] vertauschbar sind, physikalisch 

meßbare Größen darstellen. Es wird bewiesen, daß solche Größen auch eichinvariant 
9* 
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sind. — In Teil III. wird gezeigt, daß sich der gewöhnliche Formalismus der Quanten- 
elektrodynamik für den speziellen Fall ergibt, daß die Hyperfläche C eine der 
„xyz-Ebene“ parallele „Ebene“ ist. Die in II. angegebene Nebenbedingung ermög- 
licht die Eliminierung des longitudinalen Feldes. Dafür tritt in der Hamiltondichte 
der Wechselwirkung ein Ausdruck auf, der die Wirkung des Elektronenfeldes an 
einem Punkt auf das Elektronenfeld an einem anderen Punkt darstellt. Gora. 

Kanesawa, Suteo and $in-itiro Tomonaga: On a relativistieally invariant formu- 
lation of the quantum theory of wave fields. IV, V. Case of interacting eleetro- 
magnetie and meson fields. Progress theoret. Phys., Osaka 3, 1—13, 101—113 (1948). 

Für Wechselwirkung von elektromagnetischen mit Mesonenfeldern ist die 
Wechselwirkung nicht mehr wie für Wechselwirkung mit dem Elektronenfeld ein’ 
Skalar. Außerdem ist die Energiedichte an zwei benachbarten Weltpunkten nicht 
mehr vertauschbar. Dies macht gewisse Verallgemeinerungen erforderlich. In IV. 
wird zunächst Wechselwirkung eines skalaren oder pseudoskalaren Mesonenfeldes 
mit dem elektromagnetischen Feld behandelt und gezeigt, daß die Energiedichte | 
der Wechselwirkung in der Wellengleichung durch einen Zusatzterm zu einem | 
skalaren Ausdruck ergänzt werden muß. Dann wird in ähnlicher Weise wie für 
Wechselwirkung des elektromagnetischen mit dem Elektronenfeld die Nebenbedingung. 
mit Div A verallgemeinert. In V. werden die gleichen Fragen für Wechselwirkung 
des elektromagnetischen Feldes mit vektoriellen und pseudovektoriellen Mesonen- 
feldern behandelt. Gora (Providence). 

Miyamoto, Yonezi: On the interaction of the meson and nucleon field in the 
super-many-time theory. Progress theoret. Phys., Osaka 3, 124—140 (1948). 

Die von Tomonaga und Mitarbeitern entwickelten Methoden (s. vorsteh. 
Referate) werden auf Wechselwirkung eines vektoriellen Mesonenfeldes mit dem 
Kernteilchenfeld angewandt. Die Energiedichte der Wechselwirkung wird wieder 
durch ein Zusatzglied zu einem Skalar gemacht, so daß die verallgemeinerte Wellen- 
gleichung integrabel wird. Die Nebenbedingung für das Potential des Mesonenfeldes 
wird formuliert und eliminiert. Schließlich werden analoge Resultate für das skalare 
Mesonenfeld kurz zitiert. Gora (Providence). 

Koba, Ziro, Yasuhara Oisi and Muneo Sasaki: Auxiliary condition and gauge 
transformation in the „super-many-time theory“. I. Il. Progress theoret. Phys., 
Osaka 3, 141—151, 229—243 (1948). 

Verf. beabsichtigen die grundlegenden Arbeiten von Tomonaga und Mit- 
arbeitern (s. vorsteh. Referate) zu ergänzen. Für die Ableitung der Nebenbedingung 
wird eine andere Methode vorgeschlagen, die im wesentlichen auf Verwendung einer 
Heisenbergdarstellung beruht. Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem und 
Elektronenfeld sowie Mesonenfeldern, und auch zwischen Kernfeld und Mesonen- 
feldern wird in I. der Reihe nach behandelt. In II. wird das Problem der Eich- 
invarianz und der Eliminierung der Nebenbedingung ausführlich diskutiert. G@ora. 

Bogoljubov, N. N., V. L. Bond-Bruevi@ und B. V. Medvedev: Zum invarianten 
Aufbau der Quantentheorie der Felder. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 74, 681— 
684 (1950) [Russisch]. 

Dirac (dies. Zbl. 35, 268) und Snyder [Phys. Rev., Lancaster Pa., II. $. 73 
524 (1948); s. auch daselbst 78, 98—103 (1950)] haben die 9 Gruppen von Ver. 
tauschungsrelationen diskutiert, die sich aus der Bedingung relativistischer In- 
varianz in der Theorie der Felder ergeben. Für die in diesen Vertauschungsrelationen 
auftretenden Größen — die 10 Komponenten des kanonischen Energie-Impuls- 
Tensors — geben Verff. unter Verwendung des Formalismus der zweiten Quante- 
lung möglichst allgemeine Ausdrücke an. Aus den Vertauschungsrelationen leiten 
sie dann Gleichungen ab, deren Lösungen alle in einer relativistisch invarianten 
Quantentheorie der Felder möglichen Formen für die Hamiltonfunktionen enthalten 
sollen. Gora (Providence). 
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Achiezer, A. I., @. L. Ljubarskij und Ja. B. Fajnberg: Über den Cerenkov- 
‚Effekt und den zusammengesetzten Doppler-Effekt. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 
S. 73, 55—58 (1950) [Russisch]. Y 

Der Formalismus der Quantentheorie der Strahlung wird auf die Theorie des 
 Cerenkov-Effekts angewandt und zur Ableitung einer Formel für die Intensität 
der emittierten Strahlung benutzt. In ähnlicher Weise wird die gleichförmige Be- 
wegung eines ÖOszillators in einem Dielektrikum behandelt. Für die Frequenz der 
ausgesandten Strahlung ergibt sich dabei eine Formel, die bereits anderweitig für 
den Doppler-Effekt in einem brechenden Medium abgeleitet wurde. Gora. 

Feynman, R. P.: Space-time approach to quantum eleetrodynamies. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 769-789 (1949). 

Die in einer vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 37, 124) entwickelte Theorie der 
positiven Teilchen wird auch auf die anderen Standardprobleme der Quantenelektro- 
dynamik: Wechselwirkung zweier Ladungen, Selbstenergie, Vakuumpolarisation 
und Lamb-Verschiebung übertragen. Sie kann gekennzeichnet werden als eine 
Fernwirkungstheorie mit Retardierung im Gegensatz zu der gewöhnlichen Form der 
Quantenelektrodynamik als einer Theorie der Felder. Ebenso wie man in der 
klässischen Fernwirkungstheorie die retardierten Potentiale leichter verstehen 
kann, als den Weg, der dazu führt, so lassen sich auch hier die in Frage kommenden 
Matrixelemente ohne volle Kenntnis der Grundlagen [vgl. Verf., Phys. Rev., 
II. S. 80, 440 (1950)] hinschreiben. Dies geschieht zunächst im Rahmen der 
gewöhnlichen Elektrodynamik. Danach werden die Ausdrücke in relativistisch 
invarianter Weise durch konvergenzerzeugende Faktoren abgeändert. Für das 
Problem der Vakuumpolarisation muß man das Bethe-Paulische Verfahren zu Hilfe 
nehmen. Die Abänderung berührt nur Ladungs- und Massewerte der Elektronen. 
Direkt beobachtbare Erscheinungen bleiben unberührt davon, außer für sehr hohe 
Energien. In der Grenze für verschwindende Abänderung erhält man die Resultate 
von Schwinger. Die Methoden lassen sich auch auf Ladungen anwenden, die der 
Klein-Gordonschen Gleichung genügen, und auf die verschiedenen Mesonentheorien 
der Kernkräfte, doch sind hier die beobachtbaren Ergebnisse nicht ganz unabhängig 
von der konvergenzerzeugenden Vorschrift. Die Matrixelemente nehmen ihre ein- 
fachste Form im Energie-Impuls-Raume an. In einem Anhange werden Methoden 
zu ihrer Auswertung angegeben. Wessel (Dayton/Ohio). 

Maue, A.-W.: Magnetische Momente von Elementarteilchen mit höherem Spin. 
Z. Phys., Berlin 128, 378—386 (1950). 

L’A. examine les representations irr6ductibles de l’&quation d’ondes corpus- 
culaire de la forme (y" &,+Nx)y=0 dans laquelle les y* sont obtenus suivant 
la methode de M. Louis de Broglie par la fusion symeötrique de trois systemes 
de matrices de Dirac 

VE TIKIELFIR EX A FIR LEX 


et retrouve les resultats connus relatifs aux valeurs propres 3, +5 du spin, 
_ de la masse propre m et 3m. L’application du calcul des perturbations & l’@quation 
d’ondes de la particule au repos plac6e dans un champ magnetique exterieur permet 
d’assigner un facteur g dans chaque representation irreductible aux divers etats 
de masse propre et de spin. @G. Petiau (Paris). 

Broglie, Louis de: Sur une forme nouvelle de la theorie du „champ sous- 
traetif“. J. Phys. Radium 11, 481—489 (1950). 

Verf. gibt eine ausführlichere Darstellung eines früher (dies. Zbl. 34, 427) von 
ihm vorgeschlagenen Ansatzes für die Wechselwirkung zwischen Elektron und 
elektromagnetischem Feld. Es wird angenommen, daß das Elektron neben dem 
Maxwellschen Feld Quelle eines oder mehrerer vektorieller Felder mit verschiedenen 
Kopplungskonstanten ist. Im einfachsten Fall gilt für das Viererpotential 
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A,=4 +4, 04A=—j; (D—A)Auy=—ja Hierbei ist in bzw. j 
proportional e, = e (Elektronladung) bzw. e, = — e. Demnach ist j, = HM 
und es gilt DA = »2 Al = — ju. Das Verfahren läuft also auf eine neue Definition 
des Viererstroms (j,) hinaus. — Die Feldenergie ist positiv definit, wenn man als 
Energie-Impuls-Tensor einen Ausdruck benutzt, der formal mit dem der Maxwell- 


schen Theorie übereinstimmt. Es gilt ee T (= — far (2) j,. Verf. schließt aus 


der Feldenergie, daß die Kopplungsenergie gegenüber dem üblichen Ausdruck in 
bestimmter Weise abzuändern ist, und findet hiermit eine endliche quantenelektro- 
dynamische Selbstenergie des Elektrons. — Es wird in der Arbeit nicht eingegangen 
auf eine Abänderung der Gleichungen, die das Elektron betreffen. Eine solche 
dürfte notwendig sein, damit der Energie-Impulssatz gewahrt bleibt. Lehmann. 


Nilsson, $. Bertil: Interaetion of eleetrons and an eleetromagnetie field treated | 


by analytie eontinuation. Ark. Fys., Stockholm 1, Nr. 19, 369—423 (1949). 


Die Arbeit enthält zunächst einen Bericht über die Beseitigung von Divergenzen | 


in der Rlektrodynamik nach der Methode der analytischen Fortsetzung von Riesz 
(dies. Zbl. 33, 276). Im klassischen Fall ist diese dem A-Grenzprozeß gleichwertig (dies. 
7bl. 32, 373). Die Anwendung aufdie Quantenelektrodynamik wurde von Gustafson 
begonnen und vom Verf. weiter ausgebaut. In dieser Arbeit gelingt es, den Forma- 
lismus auf Hamiltonsche Form zu bringen. Dabei geht die relativistische Invarianz 
allerdings verloren. Verf. diskutiert die Beziehung zu der Methode von Pauli 
[Rev. modern Phys. 15, 175—207 (1943)] und zeigt, daß seine Theorie eine Verall- 
gemeinerung des A-Grenzprozesses darstellt, die auch noch in Fällen wirksam ist, 


in denen der letztere versagt. — Bisher konnte die logarithmische Divergenz der 
Löchertheorie mit der Rieszschen Methode nicht beseitigt werden. Verf. erreicht 


dies, indem er, einem Vorschlag von Riesz folgend, den Weg der analytischen 
Fortsetzung längs der imaginären Achse inden Nullpunkt gehen läßt. Die höheren 
Näherungen bleiben allerdings noch divergent. — Anwendung auf Lambshift und 
Mesontheorie. Literatur. Höhler (Berlin). 


Shanmugadhasan, $.: On the theory of spinning partieles. Proc. Cambridge 


phil. Soc. 43, 106-117 (1947). 


Verf. stellt zunächst eine klassische Theorie für Teilchen mit Spin, Ladung 
und Dipolmoment auf und vergleicht sie mit der Theorie von Bhabha und Corben 


[Proc. R. Soe., London, A 178, 273—314 (1941); dies. Zbl. 26, 392]. Den Übergang 
zur Quantentheorie nimmt er im Anschluß an Dirac [Ann. Inst. Poincare 9, 13—49 


(1939); dies. Zbl. 26, 189 und Commun. Dublin Inst. Advanced Studies, Ser. A, 


No. 1, 1—36 (1943)] vor, indem er mit Hilfe des Wentzel-Feldes die Bewegungs- 
gleichungen in Hamiltonsche Form bringt und dann die Poissonklammern in Ver- 
tauschungsrelationen umdeutet. Abschließend folgt eine Verallgemeinerung der 


Methode auf den Fall, daß für die Potentiale die Gleichung (I + Ya)ıU.— 0a 


die Stelle der Wellengleichung tritt. Höhler (Berlin). 
Fürth, R.: Masses of fundamental partieles. Nature, London 166, 727—728 
(1950). 


Bau der Materie: 


Low, W. and €. H. Townes: Molecular dipole moments and Stark effeets. 
I. Stark effeets on symmetrie top moleeules with nuelear quadrupole eoupling. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., IT. S. 76, 1295—1299 (1949). 

Die Verff. betrachten ein Dipolmolekül, das sich mechanisch wie ein symmettri- 
scher Kreisel verhält, einen Kern mit einem Quadrupolmoment enthält und sich 
in einem elektrischen Felde befindet. Für die beiden Grenzfälle, daß die elektrische 
Feldenergie des Dipols klein oder groß gegen die Quadrupolenergie — jedoch immer 
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noch klein gegen die Rotationsenergie — ist, wird die ‚Störenergie bestimmt. Auch 


‚ für den allgemeinen Fall wird die Störmatrix angegeben. Ferner werden die relativen 


re FE 


u _ Yen, Mi 


- 


‚Intensitäten der bei den in Frage kommenden Übergängen auftretenden Banden- 


linien berechnet und Hinweise für die Bestimmung der Dipolmomente aus den 
Beobachtungen gegeben. Für einen speziellen Quantenübergang wird die resul- 
tierende Quadrupoldublettaufspaltung in Abhängigkeit vom äußeren Feld nume- 
risch berechnet. Kratzer (Münster). 


Barriol, Jean: Contribution & Pötude de Veffet Stark dans le cas d’un rotateur 


; possedant un dipöle permanent (cas du rotateur plan). J. Phys. Radium 11, 62—66 


(1950). 


Für einen elektrischen Dipol, der in einem elektrischen Felde in einer Ebene 
rotiert, wird die Schrödingersche Wellengleichung, eine Mathieusche Gleichung, 


' integriert. Sie hat gerade und ungerade Eigenfunktionen, die sich als Fourierreihen 


ansetzen lassen. Die Bestimmung der Koeffizienten führt in beiden Fällen auf den 
gleichen Kettenbruch F(}), der neben A einen einzigen Parameter aus den physika- 


‚ lischen Daten (Trägheitsmoment, Dipolmoment, Feldstärke) enthält. Die Wurzeln 


der„’Gleichung 2F(}) +4=0 sind die Eigenwerte zu den geraden, die Pole von 
F(}) diejenigen zu den ungeraden Eigenfunktionen. Ihre numerische Berechnung 
für verschiedene Parameterwerte wird durchgeführt und das Ergebnis graphisch 
dargestellt. Durch den Anschluß an die beiden Grenzfälle des extrem starken und 
des verschwindenden Feldes wird die Rechnung kontrolliert. Weiter werden die 
ersten Eigenfunktionen berechnet und mit Hilfe der Übergangswahrscheinlichkeiten 
die Absorption elektrischer Wellen untersucht. Dabei wird der Extinktionskoeffizient 
in Abhängigkeit von den molekularen und thermischen Daten berechnet. Kratzer. 

Torkington, P.: The planar vibrations of tetra-chloroethylene: an example 
of a complete normal coordinate analysis. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 
804—826 (1950). 

Für die ebenen Schwingungen des Tetrachloräthylenmoleküls wird das System 
der Normalkoordinaten analysiert. Das benutzte Verfahren, bei dem aus dem ange- 
nommenen Molekülmodell und den Schwingungsfrequenzen auf die für die Ein- 
führung der Normalkoordinaten notwendige Hauptachsentransformation geschlossen 
wird, ist vom Verf. in J. Chem. Phys. 17, 357 (1949) entwickelt worden. Dabei werden 
im Potentialansatz nur Beiträge von benachbarten Atomen berücksichtigt. Da die 
Zuordnung der beobachteten Schwingungsfrequenzen zu den Normalschwingungen. 
nicht eindeutig ist, werden die Zahlenauswertungen für zwei verschiedene Zuord- 
nungen durchgeführt. Die Vernachlässigung der von den entfernteren Atomen her- 
rührenden Kräfte läßt von vornherein erwarten, daß die aus verschiedenen Schwin- 
gungen berechneten Konstanten nicht genau übereinstimmen. Deshalb muß aus 
den Ergebnissen das zu allen Daten am besten passende System der Valenzkraft- 
konstanten bestimmt werden. Eine Fehlerabschätzung ist beigefügt. Kratzer. 

Lösche, Artur: Über den Einfluß von Drehfeldern auf den Ordnungszustand 


‚von Molekülen in Gasen und Flüssigkeiten (Rotationsdoppelbreehung). Ann. Phys., 


Leipzig, VI. F. 5, 381—400 (1950). 

Verf. berechnet mit Hilfe der Boltzmannschen Statistik den Einfluß von elek- 
trischen Drehfeldern auf die Einstellung von Molekülen. Die Rechnungen gelten 
nur für Gase, bei denen man von der Wechselwirkung zwischen den Molekülen 
nahezu absehen kann, und führen zu einer elektrischen Doppelbrechung, die sich 
der bekannten Kerrschen Doppelbrechung überlagert. Für den in Wellenlängen des 
Vakuums gemessenen Gangunterschied zwischen den beiden zueinander senkrechten 
Komponenten des Lichtes 


findet Verf. 
A—" 


n?+2)? Ni (ZZ 
27nd, KT? | 5 

Hierin bedeuten: n = Brechungsindex; N = Zahl der Moleküle im cm; be, b„, b£ = 
Hauptpolarisierbarkeiten der Molekel; I; I, L = Hauptträgheitsmomente der 
Molekel; u. = Dipolmoment der Molekel, das mit einer Hauptträgheitsachse — der 
£-Achse -— zusammenfällt; 7= die Länge des Lichtweges im Drehfeld; 7’ = die 
absolute Temperatur; k = Boltzmannsche Konstante; o = Winkelgeschwindigkeit 
der Rotation; « = optische Anisotropie der Molekel. Dabei ist letztere: ! 


Or), be — be— by. 
Z, bedeutet die ander Molekel angreifende Feldstärke. Der Anteil, der a proportional 


verläuft, entspricht dem Kerreffekt. Der mit ®* proportional verlaufende Teil ent- 
spricht dem Rotationseffekt. — Der Effekt wird vom Verf. experimentell bestätigt. 


a+ —: @? (Ie— 1,) (de — bu)! : 


Dabei ist eine quantitative Übereinstimmung mit der Theorie nicht zu erwarten, | 


wie das auch bei den Dielektrizitätskonstanten in Flüssigkeiten der Fall ist. Dies 
hängt mit der quasikristallinen Struktur von Flüssigkeiten zusammen, deren quan- 
titative Theorie noch aussteht. Relaxationseffekte sind vom Verf. nicht berück- 
sichtigt. [Zusatz des Referenten: Es wäre interessant zu diskutieren, wie seine 
Formeln abzuändern sind, wenn man statt des Clausius-Mosottischen inneren Feldes, 
das für Flüssigkeiten nur sehr begrenzt erfüllt ist, das Onsager-Feld berücksichtigt.} 
Falkenhagen (Rostock). 


Odelevskij, V. I.: Zu Onsagers Theorie der Polarisation dipolarer Flüssigkeiten. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 69, 349—351 (1949) [Russisch ]. 

Verf. schließt sich an eine Theorie von Onsager an, berechnet aber die poten- 
tielle Energie der Molekel direkt als skalares Produkt aus dem elektrischen Moment 
und der polarisierenden Feldstärke, während Onsager das auf die Molekel wirkende 
Drehmoment und hieraus die potentielle Energie ermittelt. Unter Benutzung der 
Boltzmannschen Beziehung ergibt sich mit dem oben ermittelten Werte der poten- 
tiellen Energie für den linearen Bereich der Langevinschen Funktion das mittlere 
elektrische Moment der Molekel und das elektrische Moment der Volumeneinheit. 
Der bekannten Clausius-Mosotti-Debye-Formel entspricht hier die Beziehung: 

danmN, (-o)2e+o)f 3(2E+ &) 
IKT &(& + 2)? era ee 
worin m, = permanentes Dipolmoment, & = Dielektrizitätskonstante, &, = die 
Dielektrizitätskonstante zufolge der Deformation (bei Onsager n2,; n? für A — 00), 
N, = Anzahl der Moleküle pro Volumeneinheit, k = Boltzmannsche Konstante, 
T = absolute Temperatur. In der geschweiften Klammer ist der Faktor enthalten, 
um den sich obige Formel von der Onsager-Formel unterscheidet. — Verf. berechnet 


main nn eniniuniiuniinnsnsnturenanie 


die DK für Wasser zu 50, während er für die unter gleichen Voraussetzungen aus 


der Onsager-Beziehung ermittelte DK 30 angibt. — Es bleibt abzuwarten, wie weit 
sich obige Formel experimentell bestätigen läßt. — Bemerkung des Referenten: 
Interessant ist, daß die Sättigungsfeldstärke gegenüber der von Debye angegebenen 
um eine Zehnerpotenz sinkt, wie sich leicht abschätzen läßt. Hans Falkenhagen. 

e Born, M. and H. S. Green: A general kinetie theory of liquids. Cambridge: 
At the University Press 1949. VII, 98p.; 10. 6d.net. 

Nachdruck der fünf Arbeiten von Born und Green bzw. Green, in denen sie 
ihre Theorie der Flüssigkeiten begründeten, und einer Arbeit über das quanten- 
mechanische H-Theorem. Fünf dieser Arbeiten, die in den Proc. R. Soc., London, A 
1946—48 erschienen sind, wurden bereits ausführlich referiert (dies. Zbl. 30 429 
430, 138). Das Referat der sechsten wird in Kürze erscheinen. — Ein Anhang enthält 
Berichtigungen und kleinere Ergänzungen. Höhler (Berlin). 
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Merwe, J. H. van der: On the stresses and energies assoeiated with inter- 
_ erystalline boundaries. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 616—637 (1950). 
Die folgenden Arten von inneren Grenzebenen (@) von Kristallen werden als 
‚ebene Spannungszustände behandelt und die zugehörigen Energien und Spannungen 

berechnet: I. Es stoßen zwei Kristallbereiche mit verschiedenen Gitterkonstanten 

aneinander. II. Die beiden Kristallbereiche sind gegeneinander um eine gemeinsame 

Achse senkrecht zu @ verdreht. III. Die beiden Kristallteile sind gegeneinander 
_ geneigt, d.h. um eine in @ liegende gemeinsame Achse gegeneinander verdreht. — 
In allen Fällen wird der Gesamtkristall durch einen Schnitt längs @ in zwei Teile A 
und B zerlegt, von denen jeder als elastischer Halbraum behandelt wird (Schub- 
modul 4,). Das Zusammenfügen von A und B erfolgt nach den erstmals von R. Pei- 
 erls gemachten Annahmen [Proc. phys. Soc. London 52, 34 (1940); F.R.N.Na- 
barro, Proc. phys. Soc. London 59, 256—273 (1947)]: a) Es werden zwischen A 
und B nur Schubspannungen ?,, übertragen. b) Diese Schubspannungen hängen 
_ sinusförmig von der relativen Verschiebung U der beiden Kristallteile gegeneinander 
ab: 

Be kon 2n U 

Die Periode c ist gleich einem Atomabstand in Verschiebungsrichtung. Die Gültig- 
_ keit der Voraussetzung b) wird diskutiert. — In allen drei Fällen ergibt sich als Lö- 
sung dieselbe Funktion U, die eine Folge gleichnamiger Versetzungen mit konstanten 
Abständen beschreibt. Sie wird durch Lösung einer mit Hilfe funktionentheoreti- 
scher Überlegungen gewonnenen Integralgleichung gefunden. — Die Probleme I 
und II werden angewendet auf das schon früher behandelte Problem des orientierten 
Aufwachsens auf Kristalle (F.C. Frank und J.H.van der Merwe, dies. Zbl. 
33, 47). [Die vorliegende Behandlung hat gegenüber der früheren (einfacheren) 
_ Behandlungsweise den Nachteil, daß Substrat und aufwachsender Kristall genau 
symmetrisch behandelt werden und insbesondere dasselbe u, haben. Ref.] — 
Problem III wird auf die von J.M. Burgers [Proc. Akad. Wet., Amsterdam 42, 

293—325 (1939); dies. Zbl. 26, 35] elastizitätstheoretisch behandelte Frage ange- 

wandt, wie kleine Orientierungsunterschiede (Neigungswinkel < 5°) zwischen 
Mosaikblöcken durch Folgen von Versetzungen überbrückt werden können. 

A. Seeger (Stuttgart). 

Frank, F. €. and J.H. van der Merwe: One-dimensional disloeations. IV. 
Dynamies. Proc. R. Soc., London, Ser. A 201, 261—268 (1950). 

Auf der Grundlage der statischen Lösungen für Versetzungen in einer Atomreihe, 
auf welche ein periodisches Potential wirkt (dies. Zbl. 33, 47; 34, 141), wird ihr 
Verhalten bei gleichförmiger Bewegung untersucht. Die Atomanordnungen werden 
durch dieselben Funktionen beschrieben wie im statischen Fall, nur ist die Ver- 
schiebung q zu ersetzen durch (g— vt)/ß mit ß = (1— (v/e))Y2%, wo v die Ge- 
schwindigkeit der Versetzungen und c die Schallgeschwindigkeit in der Reihe be- 
zeichnen. Die Versetzungen erfahren also ‚‚relativistische“ Kontraktionen und ihre 

"Energie verhält sich ebenfalls relativistisch. Die Zustände, die sich mit Unter- 
schallgeschwindigkeit bewegen, stellen Einzelversetzungen oder regelmäßige Folgen 
von solchen mit gleichem oder wechselndem Vorzeichen dar. Die Zustände mit 
Überschallgeschwindigkeit sind Folgen von Antiversetzungen, bei denen sich die 
Atome bis auf die Umgebung der wandernden Versetzungszentren in der Nähe der 
Potentialberge befinden. Bei ihnen geht die Kontraktion in eine Dilatation über. 
Schließlich existieren für sehr kleine Amplituden, für welche die Bewegungsgleichung 
in Näherung linear wird, noch Lösungen periodischen Charakters, die zwei Zweige 
von Wellen mit Unter- bzw. Überschallgeschwindigkeit darstellen. Nur die Anord- 
nungen von Versetzungen gleichen Vorzeichens und die Wellen mit Unterschall- 
geschwindigkeit besitzen stabile Gleichgewichtszustände. Es wird untersucht, ob 
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die Antiversetzungen bei sehr raschem Gleiten in Kristallen eine Rolle spielen 
können, dies ist jedoch als unwahrscheinlich anzusehen. 4. Kochendörfer. 
Runge, Iris: Über eine statistische Teilfrage zum Ordnungsproblem der 2-dimen- 
sionalen binären Mischkristalle.. Ann. Phys., Leipzig, VI.F. 7, 240—247 (1950). 
In einer früheren Arbeit (I. Runge, dies. Zbl. 37, 133) wurde gezeigt, daß in 
einem ebenen quadratischen Gitter, das mit zwei Atomsorten im Verhältnis 1:1 
besetzt ist, bei vollkommener Unordnung Grenzlinien zwischen „richtig“ und 
„falsch“ besetzten Gitterbereichen, die sich durch das ganze Gitter von einem Rand 
zum andern hindurchziehen, ein Hindernis für die Ausbildung einer das gesamte 
Gitter umfassenden Ordnung bei sinkender Temperatur sind. Die Frage nach der 
Häufigkeit des Auftretens solcher Linien wird auf das folgende statistische Problem 
zurückgeführt: Gegeben ein quadratisches Netz von Linien mit M? Kreuzungs- 
punkten. Die an diesen zusammentreffenden vier Linien sollen wie bei einer gleich- 
seitigen Hyperbel auseinandertreten. Hierbei sind die beiden Fälle möglich, daß die 
Hyperbeläste entweder im I. und III. oder im II. und IV. Quadranten liegen. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit w(M) dafür, daß sich dabei Linien bilden, die sich 
von einem Rand zum andern erstrecken ? — Diese Frage wird für M>1 beant- 
wortet. Für M=20 und M= 50 ergibt sich (durch ziemlich rohe und lang- 
wierige numerische Auswertung) w 50%. Da w (50) eher größer als w (20) ist, 
scheint w (00) nicht zu verschwinden. Man hat also mit einem erheblichen Bruch- 
teil durchlaufender Linien zu rechnen. A. Seeger (Stuttgart). 


Huang, Kun: On the atomie theory of elastieity. Proc. R. Soc., London, 
Ser. A 203, 178—194 (1950). 

Verf. geht aus von den aus der atomistischen Theorie der Elastizität erhaltenen 
Gleichungen zwischen den Verschiebungen in einer ebenen Welle großer Wellenlänge 
mit beliebigem Ausbreitungsvektor (d.i. die Säkulargleichung zur Bestimmung der 
Frequenz aus dem Ausbreitungsvektor). Durch Vergleich mit den entsprechenden 
Gleichungen der elastischen phänomenologischen Kontinuumstheorie werden die 
elastischen Konstanten des Kristalls bestimmt (Long-Wave-Method). Benutzt 
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wird nur die Existenz einer potentiellen Energie für den gesamten Kristall. Der | 


Vergleich zeigt, daß den atomistischen Konstanten gewisse Symmetriebedingungen 
auferlegt werden müssen, wenn Übereinstimmung mit der phänomenologischen 
Theorie erzielt werden soll. Diese Bedingungen sind notwendig für das Verschwinden 
der Spannungen im Ausgangszustand. Derselbe Vergleich unter homogenen äußeren 
Spannungen zeigt, daß die obigen Relationen nur das Verschwinden der Spannungen, 
abgesehen von einem allseitigen Druck, bedingen. Im allgemeinen Schema kann 
das Verschwinden des isotropen Drucks nicht formuliert werden. Für den Fall 
von Zentralkräften wird auch das Verschwinden des Drucks demonstriert. Dabei 
erhält man auch die Cauchyschen Relationen, wenn jedes Teilchen Symmetriezentrum 
ist. Leibfried (Göttingen). 

Raskin, S. S., A. V. Seökarev und F. I. Skripov: Über einige mögliche Besonder- 
heiten der Dynamik molekularer Kristallgitter. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 
66, 837—840 (1949) [Russisch]. 

Verff. haben in früheren Arbeiten [S. 8. Raskin, Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 
12, 668 (1948); 8. 8. Raskin und F. J. Skripov, Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8.64, 317 (1949)] 
gefunden, daß die Streuspektren einiger organischer Kristalle Frequenzen enthalten, die augen- 
scheinlich zwischenmolekularen Ursprungs sind, aber nicht von Drehschwingungen der Moleküle 
herrühren. Es wurde vermutet, daß diese Frequenzen von Translationsschwingungen der Mole- 
küle herrühren und daß sich mindestens in erster Näherung die Grenzschwingungen in Rotations- 
und Translationsschwingungen einteilen lassen. Verff. untersuchen deshalb die Grenzschwin- 
gungen einer eindimensionalen Kette zweiatomiger Moleküle, die eine Wechselwirkung nur mit 
ihren nächsten Nachbarn haben. Das Modell ist eben, die Moleküle besitzen zwei Freiheitsgrade 
der Translation und einen der. Rotation. — Befindet sich nur ein Molekül in einer Elementarzelle, 
so sind die optischen Grenzschwingungen reine Drehschwingungen, da es für die Translations- 
schwingungen nur einen akustischen Zweig gibt. Ein Beispiel, in dem zwei Moleküle in der Ele- 
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‚mentarzelle sind und eine Spiegelebene vorhanden ist, wird ausführlich behandelt. Als zweck- 
mäßige Koordinaten erweisen sich die zu den Spiegelebenen symmetrischen und antisymmetri- 
schen Linearkombinationen der Molekülverschiebungen und der Drehwinkel, da in der potentiellen 
Energie nur Produkte von Koordinatenkombinationen mit gleichem Symmetriecharakter auf- 
treten dürfen. Die Säkulargleichung für die optische Grenzfrequenz & lautet 

4M&—c) 41 —c)—d=0 


(M = Masse, I = Trägheitsmoment des Moleküls). c, und c, sind die quasielastischen Kraft- 
konstanten für die zur Spiegelebene symmetrischen Verschiebungs- bzw. Winkelkombinationen, 
c, ist die entsprechende Konstante für das durch die Translation des Moleküls hervorgerufene 
Drehmoment (bzw. die durch die Drehung hervorgerufene Kraft). Nur wenn c, +0 ist, ent- 
halten die optischen Grenzfrequenzen M und 7 gleichzeitig, sind also gemischt. Es wird ein 
Fall angegeben, in dem c, aus Symmetriegründen sicher Null ist. Auf Grund weitergehender 
Untersuchungen [F. J. Skripov, Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 1075—1079 (1949)] 
wird vermutet, daß in dreidimensionalen Kristallen die Kopplung zwischen Translations- und 
Rotationsschwingungen auch dann gering ist, wenn die Symmetrie keinerlei strenge Beschrän- 
kungen auferlegt. A. Seeger (Stuttgart). 

Nagendra Nath, N. S. and Sanat Kumar Roy: Vibrations of an infinite linear 
lattice eonsisting of two types of partieles. II. Proc. Indian Acad. Sci. A 31, 330— 
338 (1950). 

„Es werden die Schwingungen einer unendlich ausgedehnten eindimensionalen 
Kette von Atomen betrachtet, die abwechselnd die Massen m, und m, haben und 
alle durch quasielastische Kräfte miteinander gekoppelt sind. In einer früheren 
Arbeit [N.S.Nagendra Nath und Sanat Kuma Roy, Proc. Indian Acad. 
Sci. A 28, 289—295 (1948)] wurden die asymptotischen Lösungen (Zeit — oo) für 
die Verschiebungen x, der Atome unter der Voraussetzung berechnet, daß die An- 
fangsgeschwindigkeiten zur Zeit t= 0 bei allen Atomen Null sind, die Anfangs- 
verschiebung nur bei einem Atom von Null verschieden ist und daß nur Wechsel- 
wirkungen zwischen benachbarten Atomen betrachtet zu werden brauchen. Durch 
‘Superposition wird nunmehr der Fall gelöst, daß eine Anzahl Atome beliebige, aber 
kleine Anfangsverschiebungen haben. — Der zeitliche Verlauf der x, wird berechnet 
für durchweg verschwindende Anfangsverschiebungen und willkürliche, aber kleine 
‚Anfangsgeschwindigkeiten der Atome. Für die asymptotische Auswertung der auf- 
tretenden Integrale wird ebenfalls vorausgesetzt, daß nur die Wechselwirkung zwischen 
nächsten Nachbarn in Betracht gezogen zu werden braucht. In allen behandelten 
Fällen ist der asymptotische Grenzwert der Lösungen der gleiche wie der der Zy- 
linderfunktionen, nämlich 

mt} HE (a + 7). A. Seeger (Stuttgart). 

Newell, 6. F.: Crystal statisties of a two-dimensional triangular Ising lattice. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 876-882 (1950). 
| Für ein zweidimensionales Isingsches Dreieckgitter (Einheitszelle ist ein Par- 
allelogramm; Wechselwirkung mit den nächsten Nachbarn längs der Parallelo- . 
grammseiten und der kürzesten Diagonale) werden für verschiedene Wechselwir- 
kungskonstanten J, (= 1, 2, 3) längs der drei Richtungen die Zustandssumme und 
thermodynamische Eigenschaften berechnet. Es wird dabei die vom Verf. auf das 
Isingsche Rechteckgitter angewandte Rechenmethode verwendet [Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 78, 444-449 (1950)]. Im allgemeinen ergibt sich eine Ord- 
nungs-Unordnungs-Umwandlung wie beim Rechteckgitter. Lediglich in dem Spe- 
zialfall, daß die beiden Wechselwirkungskonstanten mit kleinsten absoluten Beträgen 
denselben Betrag haben und entweder eine oder drei der Wechselwirkungskonstanten 
negativ (antiferromagnetisch) sind, ergibt sich kein Umwandlungspunkt. [Diese 
Resultate stimmen mit denen von R.M.F.Houtappel (siehe folgendes Ref.) 
überein. Der Ref.] A, Seeger (Stuttgart). 

Houtappel, R. M. F.: Order-disorder in hexagonal lattices. Physica, The Hague 


16, 425—455 (1950). 
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Für das zweidimensionale Isingsche Dreieckgitter (siehe vorsteh. Referat) und 
für das zweidimensionale Isingsche Wabengitter (Sechseckgitter) mit verschiedenen 
Wechselwirkungskonstanten J,; (# = 1, 2, 3) in den drei Wechselwirkungsrichtungen 
werden Beziehungen zwischen den Zustandssummen der beiden Gittertypen abge- 
leitet. Die Zustandssummen werden durch Reihenentwicklungen und, unabhängig 
hiervon, geschlossen (als Doppelintegrale) nach einer Methode berechnet, die mit 
der von B. Kaufman (dies. Zbl. 35, 428) verwendeten verwandt ist. Für das 
Wabengitter ergibt sich für beliebige Werte von J, stets eine Phasenumwandlung, 
für ein Dreieckgitter gibt es dagegen bei spezieller Wahl der J, keinen Umwandlungs- 
punkt, nämlich dann, wenn J, <0 ist für eine Wechselwirkung oder für alle drei 
Wechselwirkungen und wenn außerdem die beiden J, von kleinstem absolutem 
Betrag gleiche Beträge haben. [Dieses Ergebnis stimmt überein mit dem von 
G.F. Newell (s. vorsteh. Referat) gefundenen. Der Ref.] Seeger (Stuttgart). 

Baroody, E. M.: A theory of secondary eleetron emission from metals. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 780—787 (1950). 

Die Impulsübertragung von einem in ein Metall eindringenden Elektron auf | 
die Leitungselektronen wird nach der klassischen Stoßtheorie berechnet. Die Zahl | 
der aus dem Metall austretenden Sekundärelektronen wird für verschiedene Grenz- 
fälle unter Berücksichtigung der Austrittsarbeit angegeben. Die Theorie liefert den 
Einfluß der Austrittsarbeit sowie der Breite des Leitungselektronenbandes und 
der Geschwindigkeitsverteilung der Sekundärelektronen in qualitativer Überein- 
stimmung mit dem Experiment. Auf einen empirischen Zusammenhang zwischen 
Primärenergie und Sekundäremission, der aber nicht voll aufgeklärt wird, wird 
hingewiesen. Volz (Erlangen). 

Gisolf, J. H.: On the back current in blocking-layer reetifiers. Phil. Mag., 
J. theor. exper. appl. Phys., London, VII S. 41, 754—-769 (1950). 

Verf. behandelt die Grenzschicht Metall-Halbleiter nach der Schottkyschen 
Theorie. An Stelle des Abstandes von der Grenzfläche wird eine neue unabhängige 
Variable % eingeführt, welche zur Konzentration der Leitungselektronen umgekehıt 
proportional ist. Für das elektrische Feld als Funktion von y ergibt sich eine Abelsche 
Differentialgleichung, welche vom Verf. als ‚„Detektor-Gleichung‘‘ bezeichnet wird. 
In diese Gleichung geht die im Halbleiter herrschende Ladungsdichte ein; diese ist 
eine Funktion von %, welche sich bei vorgegebener Stromstärke für die verschiedenen | 
Typen von Halbleitern aus der thermodynamischen Statistik berechnen läßt. Die 
Detektorgleichung kann durch numerische Methoden integriert werden. Die Eigen- 
schaften des Halbleiterkontakts, insbesondere die Sperrspannung, ergeben sich so- 
dann als bestimmte Integrale über bekannte Funktionen von y. Eine asymptotische 
Lösung der Detektorgleichung für den Fall starker Ströme in Sperrichtung zeigt, 
daß die Sperrspannung bei großen Rückströmen ein Maximum erreicht und dann 
abfällt, wie dies bei Kristall-Detektoren beobachtet wurde. W. Franz (Münster). 


Kernphysik: 


Bruno, B.: The capture of mesons. II. Ark. Fys., Stockholm 1, Nr. 2, 19-89 

(1949). | 
Auf Grund verschiedener Überlegungen werden die in Teil I der vorliegenden 

Arbeit (dies. Zbl. 31, 231) gegebenen Berechnungen nunmehr auf den Einfangprozeß 

eines //”-Mesons durch ein Proton nach dem Schema 

(1) IH B=3N kzw. 2) IP+P=N-+bv 

ke Proton, N = Neutron) angewandt. Hierbei sind die Untersuchungen für das 

Schema (2) im wesentlichen zum Zwecke der Vergleichsmöglichkeit durchgeführt. 

Der Prozeß IT + P=N + II® (11° = neutrales Meson) ist wegen seiner geringen 

Wahrscheinlichkeit zu vernachlässigen. Die Untersuchungen erfassen den Fall des 
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‚pseudoskalaren und des Vektormesons niedriger Energie. Die nach den üblichen 
quantenmechanischen Störungsverfahren durchgeführten Berechnungen bestimmen 
‚die Veränderung der Einfangswahrscheinlichkeit mit zunehmender Masse und be- 
rücksichtigen den Einfluß der Coulombschen Wechselwirkung sowie die Bindung 
‚des einfangenden Nukleons im Kern. Im Anhang wird unter Verwendung des 
&-Teilchenmodells für den Fall des Vektormesons eine besondere Berechnung unter 
der Voraussetzung des vollständigen Zerfalls des «-Teilchens gegeben, da dieser 
Prozeß mit wachsender Mesonmasse an Bedeutung gewinnt. Ecker (Bonn). 


Balseiro, Jose A.: Der Spin des Vektor-Mesons. Univ.nac. La Plata, Publ. 
Face. Ci. fisicomat., Rev. 4, 125-140 (1948) [Spanisch]. 


In this paper a splitting of the total angular momentum of the vector meson field in an 
orbital momentum and a spin momentum is obtained. This splitting allows us to define a spin 
operator in arelativistic invariant way. The spin matrices are formed by two submatrices which, 
like in the case of Dirac’s electron, can be interpreted as corresponding, respectively, to mesons 
of charge +eand —e. — In a non-relativistic approximation the eigenfunctions of total angular 
momentum, for free mesons, can be considered as being a generalization of the eigenfunctions 
which were given by Pauli for the total angular momentum of the electron, also in a non-rela- 
tivistie approximation, (Autoreferat.) 

FE 
Espagnat, Bernard d’: Sur la vie moyenne des mösons z et la capture des m6sons 


4 par les noyaux. C.r. Acad. Sci., Paris 227, 1343—1345 (1948). 


Die starke Wechselwirkung der z-Mesonen mit den Nukleonen bei der Aus- 
lösung von Kernzertrümmerungen weist darauf hin, daß die Mesonen für die Kern- 
kräfte verantwortlich sind, während andererseits die geringe Einfangwahrscheinlich- 
keit negativer u-Mesonen durch Kerne eine neue Erklärung erfordert. Zur Deutung 
dieses Sachverhalts wird vorgeschlagen, den Einfangprozeß von w-Mesonen als 
Prozeß 2. Ordnung anzusehen nach dem Schema: 


a) wont, 9 Ptw-N. 


‚Es werden nun die Lebensdauern der z-Mesons für den spontanen Zerfall (a — u + ») 
und des u-Mesons gegen Kerneinfang in Analogie zur Yukawa-Theorie des (u, ß)- 
'Zerfalls bzw. zur Fermischen Theorie des ß-Zerfalls berechnet. Die Lebensdauer 
des u-Mesons sollte danach für Z= 11 etwa hundertmal größer sein als die des 
'-Mesons. (In Übereinstimmung mit der Erfahrung.) Bagge (Hamburg). 


| Fogel, Karl-Gustav: On the pseudoscalar symmetrieal meson theory of nuelear 
‚forces. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 13, 32 8. (1949). 

Die pseudoskalare, symmetrische Theorie ist schon von Ferretti [Rie. Sci. 
‚progr. teen. 12, 993 (1941)] untersucht worden mit dem Ergebnis, daß für die Meson- 
masse 177m, der wegen der r-Singularität eingeführte Abschneideradius 
(#7 =0,r<r,) größer als die Reichweite x! des Mesonpotentials ausfällt. Verf. 
zeigt, daß abgesehen von dieser Schwierigkeit auch eine Anpassung an die experimen- 
tellen Werte (Bindungsenergie und Quadrupolmoment des Deuterons, Neutron- 
Proton-Streuung bei kleinen Energien) für Mesonmassen < 355 m, nicht möglich 
ist. Höhere Massen sind nicht untersucht. Neutron-Proton-Streuung bei hohen 
"Energien in der Bornschen Näherung ergibt starke Rückwärtsstreuung. Die Zahlen- 
werte für den Gesamtwirkungsquerschnitt stimmen nicht mit dem Experiment 
‘überein. Die entsprechende Rechnung wird zum Vergleich für die Moller-Rosen- 
feldsche Theorie und die Schwingersche Theorie [Phys. Rev., II. S. 61, 387 (1942)] 
durchgeführt. Höhler (Berlin). 


Avery, R. and C. H. Blanchard: The low states of Li’. Phys. Rev., Lancaster 
‚Pa., II. S. 78, 704-710 (1950). 


Der gemessene positive Wert des Quadrupolmomentes von Lithium im Grund- 
zustand steht im Widerspruch zu dem von Feenberg und Wigner unter Zu- 
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grundelegung ladungsunabhängiger Kernkräfte vom Maj oranatyp berechneten 
negativen Quadrupolmoment. Die vorliegende Arbeit bestimmt die Wellenfunktion 
des Grundzustandes ohne spezielle Annahme über den Charakter der Kernkräfte 
unter der Voraussetzung einer S?P3-Konfiguration der Nukleonen. Die hierdurch 
bedingte Willkür in der Wahl der Eigenfunktionen wird durch die Bedingung be- 
schränkt, daß eine brauchbare Übereinstimmung mit allen gemessenen Kerneigen- 
schaften (Spin, magnetisches Moment, Lebensdauer und Übergangsverhältnis der 
Prozesse Be’£-+Li”, Li?*) erzielt werden soll. Dies ist in der Tat für eine bestimmte 
Form der Spin- und Winkelabhängigkeit der Wellenfunktion möglich, wobei die 
Wahrscheinlichkeiten des D- und P-Zustandes bzw. 80 und 20% betragen. Diese 
Wellenfunktion unterscheidet sich wesentlich von der von Feenberg und Wigner 
verwendeten Form. — Die Untersuchungen geben darüber hinaus Anlaß zu einer 
neuen Diskussion des Spins im niedrigsten Anregungszustand. Unter gewissen Vor- 
aussetzungen schließt das experimentelle Tatsachenmaterial den Wert J > 5/2 
aus, während der Spin 1/2 sicher unwahrscheinlich erscheint. Die beste Überein- | 
stimmung kann mit den Werten 5/2 oder 3/2 erzielt werden. Ecker (Bonn). - 


Osborn, R. K. and L.L. Foldy: The phenomenological theory of exchange 
eurrents in nuclei. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 795—802 (1950). 


Die elektrischen Ströme, die zwischen Nukleonen auf Grund der zwischen ihnen 
wirksamen Austauschkräfte fließen, werden phänomenologisch behandelt. Dazu 
wird für die Austauschglieder im Hamiltonoperator zunächst eine Form angegeben, 
die auch bei Anwesenheit elektromagnetischer Felder eichinvariant bleibt. Daraus 
werden die Austauschströme durch Ableitung nach dem Vektorpotential ermittelt, 
Sie enthalten quellenfreie und wirbelfreie Anteile. Der letztere ist durch die Forde-- 
rung der Ladungserhaltung eindeutig bestimmt. Aus den Strömen ergeben sich 
entsprechende Anteile für die magnetischen Momente. Hier spielen gerade die 
quellenfreien Anteile die entscheidende Rolle. Zu ihrer Bestimmung stehen einige 
Symmetriebedingungen zur Verfügung, aus denen sich ergibt, daß das Auftreten 
eines Zusatzmomentes an die Existenz des Spins gebunden ist. Das Gesamtmoment 
eines Kerns ist also nicht mehr additiv aus den Beiträgen der Nukleonen zu berechnen. | 
Der Einfluß einer endlichen Ladungsausdehnung der Nukleonen kann in die Theorie 
mit aufgenommen werden. Volz (Erlangen). 


MeMillan, Edwin M.: The origin of cosmie rays. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II: S. 79, 498—501 (1950). 


Geladene Teilchen können durch elektromagnetische Wellen sehr kleiner Fre- 
quenzen bis zu Energien, wie sie inder Höhenstrahlung auftreten, beschleunigt werden 
(bei einer Frequenz von 10 Hz und mit 10 Volt Spitzenfeldstärke: 5 x 1010eV 
für Protonen). Für solche langen Wellen ist der Brechungsindex auch bei den sehr | 
geringen Elektronendichten im interstellaren Raum komplex. Es wird die Möglich- 
keit erörtert, daß solche Wellen in beschränkten Gebieten der äußersten Sonnen- 
korona entstehen und über Aktivitätszonen sich gelegentlich über einige Wellen- 
längen ausbreiten können, indem sie sich selbst durch Vorsichherschieben der freien 
Ladungen Raum schaffen. In solchen Gebieten könnte dann kosmische Strahlung 
erzeugt werden, und zwar zunächst die solare Komponente, eventuell aber auch 
die gesamte Höhenstrahlung, falls diese durch ein Magnetfeld im interplanetaren 
Raum zusammengehalten wird, wobei durch mehrfaches Durchlaufen solcher Be- 
schleunigungsgebiete eine Nachbeschleunigung der Teilchen eintreten könnte. 

Burkhardt (Weil/Rhein). 

Bess, L.: Bremsstrahlung for heavy elements at extreme relativistie energies. 

Phys. Rev., Lancaster Pa., II. $S. %7, 550—556 (1950). 


Verf. berechnet den Wirkungsquerschnitt für Bremsstrahlung der Elektronen 


1 Ka 
= 
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im Bereiche relativistischer Energien, für den Fall, daß die für die Bornsche An- 
näherung notwendige Bedingung ze2/k v<‘ 1 wegen der großen Werte, welche Z 
im allgemeinen annehmen kann, nicht erfüllt ist. Als Hamiltonscher Operator des 
ungestörten Problems wird der Ausdruck ®y, + Z e?/o gewählt, in dem als Störung 
die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfelde angenommen wird. Die ungestörte 
Wellenfunktion wird durch die Lösung der Diracschen Gleichungen im Coulomb- 
Feld erhalten (die Abschirmungswirkung wird vernachlässigt). Um die Lösung, 
welche den Bedingungen im Unendlichen genügt, in geschlossener Form zu erhalten, 
wendet Verf. ein Verfahren an, das eine Abänderung einer von Sommerfeld und 
Maue entwickelten Methode bildet [Ann. Phys., Leipzig, V. F. 22, 629 (1935) ;dies. Zbl. 
11, 330]. — Der Wirkungsquerschnitt wird als Funktion der Energien des einfallenden 
und des gestreuten Elektrons, des gestreuten Quantes und der Ladung Z des Streu- 
ungszentrums ausgedrückt und kann somit direkt berechnet werden. Man findet, 
daß die zur Bethe- und Heitlerschen Formel anzubringende Korrektion, für Pb 
und 15 MeV Elektronen, 10%, nicht übertrifft. Dieselbe nimmt außerdem beim 
Anwachsen der Energie ab und hängt, im Gegensatz zum nichtrelativistischen Fall, 
vom Ladungszeichen des einfallenden Teilchens nicht ab. Martelli (Rom). 


Budini, P. e N. Dallaporta: Sulla componente nucleonica della radiazione cos- 
mica alle medie energie. Pubbl. Fac. Sci. Ing. Univ. Trieste, Ser. B., Nr. 62, 27 8. 
(1950). 


Verff. untersuchen, wie sich die Nukleonen-Komponente der kosmischen 
Strahlung in der Atmosphäre aus den aus dem Weltraum einfallenden Nukleonen 
entwickelt. Dabei wird angenommen, daß die differentiellen Wirkungsquerschnitte 
für Erzeugung und Bremsung vom Bremsstrahltyp sind. Der Energieverlust in 
Jer Kernmaterie und der gewöhnliche Ionisationsverlust der Kerne im Protonen- 
zustand werden berücksichtigt. Mit der berechneten Wahrscheinlichkeit, daß sich das 
Nukleon einen Teil seines Weges im Protonen-, den übrigen im Neutronenzustand 
efindet, läßt sich dann das Verhältnis der Protonen- zur Nukleonenkomponente 
in Meereshöhe bestimmen. Die Gültigkeitsgrenzen der Methode werden diskutiert 
and die Ergebnisse der Rechnung mit den Experimenten verglichen. D. Lyons. 


Budini, P. e G. Poiani: Sullo spettro mesonico sotto materiali densi. Pubbl. 
Fac. Sei. Ing. Univ. Trieste, Ser..B, Nr. 51, 8 8. (1950). 


Die Absorption der Mesonenkomponente der kosmischen Strahlung hinter 
lichten Materieschichten rührt bekanntlich vorwiegend von Ionisationsverlusten in 
ler Schicht her, die gewöhnlich zur Vereinfachung der Rechnung als von der 
Mesonenenergie unabhängig angesehen werden, wobei aber bei Betrachtung größerer 
Energieintervalle beträchtliche Fehler entstehen können. Verff. berechnen das 
Mesonenspektrum hinter großen Schichten, indem sie die Energieabhängigkeit der 
Energieverluste durch Ionisation mit Hilfe einer für die Rechnung geeigneten Inter- 
oolationsformel berücksichtigen, gestützt auf die Bremstheorie von Halpern und 
Hall (dies. Zbl. 32, 142). Das experimentelle Wilson-Spektrum in Meereshöhe ver- 
indert sich dabei mit wachsender Schichtdicke so, daß es flacher wird und sein 
Maximum sich gegen kleinere Energiewerte verschiebt, um dann für größere Dicken 
sinen konstanten Grenzwert zu erreichen. D. Lyons (Berlin). 


Bhabha, H. J.: Note on the eomplete stochastie treatment of eleetron cascades. 
Proc. Indian Acad. Sci. A 32, 154—161 (1950). 


Die Untersuchungen von Scott und Uhlenbeck [Phys. Rev., II. S. 62, 
497—508 (1942)] an einem vereinfachten Modell, bei dem ähnlich wie bei dem 
Furry-Modell nur eine Teilchensorte (Elektronen oder Lichtquanten) als vorhanden 
ıngenommen wird, werden auf den wirklich vorliegenden Fall mit Einschluß des 
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 Ionisationsverlustes verallgemeinert. Verf. zeigt, daß sich im Prinzip alle Korre. 
lationsfunktionen geschlossen durch Integrale darstellen lassen bei Vernachlässigung! 
der Winkelabhängiekeit, d.h. wenn das Problem als räumlich eindimensional auf- 
gefaßt wird. Die Mittelwerte über beliebige Potenzen der Anzahlen der Schauer- 
teilchen können berechnet werden und daraus auf Grund eines Theorems des Verf. 
auch die Wahrscheinlichkeit, N Teilchen in der Tiefe t anzufinden. D. Lyons. 


Bhabha, H. J. and A. Ramakrishnan: The mean square deviation of the} 
number of eleetrons and quanta in the easeade theory. Proc. Indian Acad. Sei. A 32,\ 
141—153 (1950). | 

Bei Zugrundelegung der bekannten quantenmechanischen Wirkungsquerschnitte! 
für Bremsstrahlung und Paarbildung bei vollständiger Abschirmung durch die! 
Atomelektronen wird das mittlere Schwankungsquadrat für die Abweichung von! 
der mittleren Zahl der Elektronen und Lichtquanten für ein beliebig vorgegebenes } 
Energieintervall innerhalb der Kaskade berechnet. Das Ergebnis wird in Form 
eines Doppelintegrales gegeben, das etwa mit Hilfe der. Sattelpunktsmethode nume- | 
risch ausgewertet werden kann. Entsprechende Rechnungen von Scott und | 
Uhlenbeck [Phys. Rev., II. S., 62, 497—508 (1942)] werden diskutiert. j 

Lyons (Berlin). | 


ee Astrophysik. 


Äström, E.: Magneto-hydrodynamie waves in a plasma. Nature, London 165, 
1019—1020 (1950). i 


Die von H. Alfv&n (Cosmical electrodynamies, Oxford 1950, p. 76) entwickelte } 
und von $. Lundquist (dies. Zbl. 35, 139) experimentell bestätigte Theorie der 
„magneto-hydrodynamischen Wellen“, die sich bei geringen Frequenzen als trans- 
versale Wellen in einer leitenden inkompressiblen Flüssigkeit ausbreiten, wenn sich | 
diese in einem magnetischen Feld befindet, wird vom Verf. auf ein ionisiertes Gas 
angewendet. In diesem Falle gilt nicht mehr die Inkompressibilitätsbedingung der 
Flüssigkeit, und auch die Bewegungsgleichung der Teilchen wird eine andere, nämlich 
wie üblich | 


dV CR era 
= „@+o[r2]). 
Bei genügend geringer Elektronentemperatur ergibt sich, daß weit unterhalb der 
Kreiselfrequenzen der Ionen ‚magneto-hydrodynamische‘“ Wellen möglich sind und 
daß sich dieselbe Phasengeschwindigkeit 7 = H,/(4ro)} wie bei Flüssigkeiten ergibt 
für Wellen, die sich längs der magnetischen Kraftlinien ausbreiten. o ist hier die 
Dichte des ionisierten Teiles des Plasmas, wenn keine Zusammenstöße auftreten, | 
sonst die totale Dichte. — Da das Magnetfeld das Medium anisotrop macht, sind 
für jede Richtung der Wellennormalen zwei ebene Wellen möglich. Bei der einen 


ist die Teilchengeschwindigkeit senkrecht zur Wellennormalen und daher div V—=0. | 
Die u-Welle ist ähnlich in Flüssigkeit und in Plasma, der Energiestrom parallel 
den magnetischen Kraftlinien. Bei der anderen Welle hat die Teilchengeschwindig- 
keit eine Komponente in Richtung der Wellennormalen, sie ist in Flüssigkeit und 
Plasma typisch verschieden. Für diese Welle ist die Phasengeschwindigkeit unab- | 
hängig von der Richtung der Wellennormalen, im Gegensatz zum ersten Wellentyp. 
— Gegenüber den bisherigen Ausbreitungstheorien für ein Plasma mit Magnetfeld | 
wird die Wichtigkeit der Berücksichtigung der Ionenbewegungen (nicht nur der 
Klektronenbewegungen) betont. W.O. Schumann (München). 
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